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1.1 数值分析引论

1.1.1 科学计算

计算机是二十世纪最伟大的科学技术发明之一,对人类的生产活动和社会活动产生了极其重

要的影响. 特别是随着互联网的出现,计算机已经彻底改变了人们的生活、学习和工作方式.

随着计算机技术的飞速发展, 数学方法及计算已成为当今科学研究中不可缺少的手段, 从宇

宙飞船到家用电器,从质量控制到市场营销,通过建立数学模型,应用数学理论和方法,并结合计

算机解决实际问题已成为十分普遍的研究模式.

一门科学,只有当它成功地运用数学时,才能达到真正完善的地步.

—马克思 (1818 – 1883)

科学计算是指借助计算机高速计算的能力,运用数学方法解决现代科学、工程、经济或人文

中的复杂问题. 它融数学建模、算法设计、软件研发和计算模拟为一体. 计算已不仅仅只是作为

验证理论模型正确性的手段,大量的事例表明它已成为重大科学发现的一种重要手段 [72]. 科学

计算已经和理论研究与实验研究一起, 成为当今世界科学技术创新的主要方式 [65], 也是当前公

认的从事现代科学研究的第三种方法.

高性能科学计算在国家安全和科技创新等方面的重要作用也日益受到世界各国的重视. 欧美

等国家已投入巨资,大力发展先进的计算方法,研制大型的实用软件. 2005年 6月,美国总统信息

技术咨询委员会 (President’s Information Technology Advisory Committee)在给美国总统提交的报告

《计算科学: 确保美国竞争力》(Computational Science: Ensuring America’s Competitiveness)中明确阐

述了计算科学的重要性. 报告认为,虽然计算本身也是一门学科,但是其有促进其他学科发展的作

用, 21世纪科学上最重要的、经济上最有前途的前沿研究都有可能通过先进的计算技术和计算科

学而得到解决. 报告还认为,在迅猛发展的高性能计算技术推动下,计算科学将是 21世纪确保国

家核心竞争能力的战略技术之一.

The purpose of computing is insight, not numbers.

— Richard Wesley Hamming (1915 – 1998, 1968年图灵奖获得者)

一般来说,运用数学方法解决实际问题主要分以下几个步骤:

1
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实际
问题

数学
模型

数值
方法

程序
设计

上机
实现

结果
分析

修正模型

数值分析的任务主要包括其中的数值方法、程序设计和上机实现.

1.1.2 数值分析

数值分析主要是研究各类与实际应用相关的数学问题的数值计算方法及其相关的数学理论,

也称为计算方法, 是数学与计算机的有机结合, 对应的数学分支为计算数学. 1947 年, Von Neu-

mann 和 Goldstine 在美国数学会通报 (Bulletin of the AMS) 上发表了题为 “Numerical inverting of

matrices of high order” (高阶矩阵的数值求逆)的著名论文 [60],开启了现代计算数学的研究. 半个

多世纪以来,伴随着计算机技术的不断进步,计算数学得到了蓬勃发展,并逐渐成为了一个独立和

重要的学科.

数值分析的核心是算法的设计与分析,研究内容包括数值代数 (线性、非线性),数值逼近 (函

数插值、最佳逼近、数据拟合), 数值积分与数值微分, 微分方程数值解 (常微分方程、偏微分方

程),最优化理论与方法,误差理论与扰动分析等.

- 有关数值分析的研究内容和意义,可以参阅普林斯顿数学手册 (Princeton Companion to Math-

ematics)中由 Trefethen撰写的关于 Numerical Analysis的介绍 [54].

2000年,由 IEEE主办的杂志 Computing in Science & Engineering评选出了 20世纪对科学与工

程的发展影响最大的十个算法,按时间顺序排列如下 (也可参见 SIAM News, Volume 33 (4), 2000):

1. Monte Carlo method (1946)
2. Simplex Method for Linear Programming (1947)
3. Krylov Subspace Iteration Methods (1950)
4. The Decompositional Approach to Matrix Computations (1951)
5. The Fortran Optimizing Compiler (1957)
6. QR Algorithm for Computing Eigenvalues (1959-61)
7. Quicksort Algorithm for Sorting (1962)
8. Fast Fourier Transform (1965)
9. Integer Relation Detection Algorithm (1977)

10. Fast Multipole Method (1987)

其中 2, 3, 4, 6, 8, 10都与数值分析密切相关.

数值分析的主要任务

• 算法设计: 构造求解各种数学问题的高效可靠的数值方法.
• 算法分析: 研究数值方法的收敛性、稳定性、计算复杂性、计算精度等.
• 算法实现: 编程实现与优化、软件开发和维护等.
• 数学模型分析: 数学问题的结构特点,数学模型的评估 (合理性、准确性).

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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- 关于术语 “数值方法”或 “数值算法”,一般情况下我们将不加区分地使用.

一个好的数值方法一般需满足以下几点:

◦ 可靠: 有可靠的理论分析,即收敛性、稳定性等有数学理论保证.

◦ 高效: 有良好的计算复杂性 (时间和空间).

◦ 易用: 可以并易于在计算机上编程实现.

◦ 实用: 要通过数值试验来证明是行之有效的.

- 需要指出的是,数值方法是近似计算,因此求出的解通常是带有误差的.

- 对于同一问题,不同的算法在计算性能上可能相差千百倍或者更多！

例 1.1 线性方程组求解: 克莱姆法则与高斯消去法.

• 克莱姆法则需要计算 n+ 1个 n阶行列式,在不计加减运算情况下,大约需要 n!(n2 − 1)次

乘除运算;
• 高斯消去法只需约 2n3/3次乘除和加减运算.

以 n = 20为例,克莱姆法则大概需要 20!(202− 1) ≈ 9.7× 1020次运算,如果用每秒运算 30亿次

(主频 3.0G)的计算机求解,大约需要 10000年! 但如果使用高斯消去法,则 0.1秒钟都不到.

学习建议

在学习数值分析时,大家要注意以下几点:

• 掌握数值方法的基本思想和原理 (不能仅仅靠记忆);
• 掌握数值方法的设计和分析的一些常用技术和技巧;
• 重视误差分析、收敛性和稳定性分析等基本理论;
• 适量的数值计算训练 (包括编程实践和手工推导,有助于加深对算法的理解).

主要参考资料

[1] 李庆扬,王能超,易大义,数值分析,第五版, 2008.

[2] R.L. Burden, J. Douglas Faires and A. M. Burden, Numerical Analysis, 10th Edition, 2016.

[3] T. Sauer, Numerical Analysis, 3rd Edition, 2018.

[4] M.T. Heath, Scientific Computing: An Introductory Survey, Revised 2nd Edition, 2018.

[5] J. Stoer and R. Bulirsch, Introduction to Numerical Analysis, 3rd Edition, 2002.

其中 [2-4]比较基础, [5]比较偏理论.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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1.2 线性代数基础

本小节简要介绍讲义中所涉及的线性代数基础知识, 特别是线性空间和矩阵的相关基础知

识,主要参考 [30, 31, 64, 66].

1.2.1 线性空间基本概念

线性空间是线性代数最基本的概念之一, 它是定义在某个数域上并满足一定条件的一个集

合. 我们首先给出数域的概念.

定义 1.1 (数域) 设 F是包含 0和 1的一个数集,如果 F中的任意两个数的和,差,积,商 (除数不

为 0)仍然在 F中,则称 F为一个数域.

例 1.2 常见的数域有: 有理数域 Q,实数域 R和复数域 C.

- 本讲义只考虑实数域和复数域.

定义 1.2 (线性空间) 设 S是一个非空集合, F是一个数域. 在 S上定义一种代数运算,称为加法,

记为 “+” (即对任意 x, y ∈ S,都存在唯一的 z ∈ S,使得 z = x+y),并定义一个从 F×S到 S的代
数运算,称为数乘,记为 “·” (即对任意 α ∈ F和任意 x ∈ S,都存在唯一的 y ∈ S,使得 y = α · x).

如果这两个运算满足下面的规则,则称 (S,+, ·)是数域 F上的一个线性空间 (通常简称 S是数域
F上的一个线性空间):

• 加法四条规则
(1) 交换律: x+ y = y + x, ∀ x, y ∈ S;

(2) 结合律: (x+ y) + z = x+ (y + z), ∀ x, y, z ∈ S;

(3) 零元素: 存在一个元素 0,使得 x+ 0 = x, ∀ x ∈ S;

(4) 逆运算: 对任意 x ∈ S,都存在负元素 y ∈ S,使得 x+ y = 0,记 y = −x;
• 数乘四条规则

(1) 单位元: 1 · x = x, 1 ∈ F, ∀ x ∈ S;

(2) 结合律: α · (β · x) = (αβ) · x, ∀ α, β ∈ F, x ∈ S;

(3) 分配律: (α+ β) · x = α · x+ β · x, ∀ α, β ∈ F, x ∈ S;

(4) 分配律: α · (x+ y) = α · x+ α · y, ∀ α ∈ F, x, y ∈ S.

为了表示方便,通常省略数乘符号,即将 α · x写成 αx.

例 1.3 常见的线性空间有:

• Rn→所有 n维实向量组成的集合,是 R上的线性空间.
• Cn→所有 n维复向量组成的集合,是 C上的线性空间.
• Rm×n→所有m× n阶实矩阵组成的集合,是 R上的线性空间.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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• Cm×n→所有m× n阶复矩阵组成的集合,是 C上的线性空间.
• Hn→所有次数不超过 n的多项式组成的集合.
• C[a, b]→区间 [a, b]上所有连续函数组成的集合.

线性无关、秩、基和维数

设 S是数域 F上的一个线性空间, x1, x2, . . . , xk 是 S中的一组向量. 如果存在 k个不全为零

的数 α1, α2, . . . , αk ∈ F,使得

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk = 0,

则称 x1, x2, . . . , xk 线性相关,否则就是线性无关.

设 x1, x2, . . . , xk 是 S中的一组向量. 如果 x ∈ S可以表示为

x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk,

其中 α1, α2, . . . , αk ∈ F,则称 x可以由 x1, x2, . . . , xk 线性表示,或者称 x是 x1, x2, . . . , xk 的线性

组合, α1, α2, . . . , αk 称为线性表出系数.

设向量组 {x1, x2, . . . , xm},如果存在其中的 r (r ≤ m)个线性无关向量 xi1 , xi2 , . . . , xir ,使得

所有向量都可以由它们线性表示, 则称 xi1 , xi2 , . . . , xir 为向量组 {x1, x2, . . . , xm} 的一个极大线
性无关组,并称这组向量的秩为 r,记为 rank({x1, x2, . . . , xm}) = r.

设 x1, x2, . . . , xn是 S中的一组线性无关向量. 如果 S中的任意一个向量都可以由 x1, x2, . . . ,

xn线性表示,则称 x1, x2, . . . , xn是 S的一组基,并称 S是 n维的,即 S的维数为 n,记为 dim(S) =
n. 如果 S中可以找到任意多个线性无关向量,则称 S是无限维的.

子空间

设 S是一个线性空间, W是 S的一个非空子集合. 如果W关于 S上的加法和数乘也构成一
个线性空间,则称W为 S的一个线性子空间,简称子空间.

例 1.4 设 S是数域 F上的一个线性空间, x1, x2, . . . , xk ∈ S,记

span{x1, x2, . . . , xk} ≜
{
α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk : α1, α2, . . . , αk ∈ F

}
,

即由 x1, x2, . . . , xk的所有线性组合构成的集合. 可以验证, span{x1, x2, . . . , xk}是 S的一个线性
子空间,称为由 x1, x2, . . . , xk 张成的线性空间.

1.2.2 矩阵的特征值与谱半径

定义 1.3 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n),若存在 λ ∈ C和非零向量 x, y ∈ Cn,使得

Ax = λx, y∗A = λy∗,

这里 y∗ 表示 y 的共轭转置,则 λ是 A的特征值, x称为 A对应于 λ的 (右)特征向量, y 称为 A

对应于 λ的左特征向量,并称 (λ, x)为 A的一个特征对 (eigenpair ).

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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关于特征值的几点说明

• 只有当 A是方阵时,才具有特征值与特征向量;
• 实矩阵的特征值与特征向量也有可能是复的;
• n阶矩阵总是存在 n个特征值 (其中可能有相等的),通常记为 λ1, λ2, . . . , λn;
• 特征值也可以通过特征多项式的零点来定义;
• 特征值有代数重数和几何重数,几何重数不超过代数重数;
• 相似变换不改变矩阵的特征值,合同变换不改变矩阵的惯性指数.

K 思考：设 A ∈ Rn×n,则 A
⊺和 A的特征值和特征向量是什么关系? A−1和 A的特征值和特

征向量是什么关系? 更一般地,设 p(t)是一个多项式,则 p(A)和 A的特征值与特征向量是

什么关系? 如果 f(t)是有理函数呢?

定义 1.4 (谱半径) 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n),则称

ρ(A) ≜ max
λ∈σ(A)

{
|λ|
}

为 A的谱半径,其中 σ(A)为 A谱,即所有特征值组成的集合:

σ(A) = {λ1, λ2, . . . , λn}.

根据高次多项式的韦达定理 [59],我们可以得到下面的结论.

定理 1.1 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n),称 tr(A) ≜ a11 + a22 + · · ·+ ann为矩阵 A的迹 (trace),有

λ1λ2 · · ·λn = det(A), λ1 + λ2 + · · ·+ λn = tr(A).

定义 1.5 (特征值分解) 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n). 若存在非奇异矩阵 X ∈ Cn×n,使得

X−1AX = Λ, (1.1)

其中 Λ ∈ Cn×n是对角矩阵,则称 A是可对角化的,矩阵 Λ的对角线元素即为 A的特征值,分解

(1.1)称为矩阵 A的特征值分解或谱分解.

需要指出的是,并不是所有特征值都可以对角化,如果 2阶以上的 Jordan块矩阵.

定理 1.2 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n),则

(1) A可对角化当且仅当 A有 n个线性无关的特征向量;

(2) A可对角化当且仅当 A的所有特征值的代数重数与几何重数都相等.

特别地,若 A有 n个互不相等的特征值,则 A可对角化.

如果 A是对称的,则 A的所有特征值都是实的,而且可以正交对角化.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

1.2 线性代数基础 · 7 ·

定理 1.3 设A ∈ Rn×n对称,则A的特征值 λ1, λ2, . . . , λn都是实数,且存在正交矩阵Q ∈ Rn×n,

使得

Q
⊺
AQ = Λ 或 A = QΛQ

⊺
,

其中 Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn)是实对角矩阵, Q的第 i列为 A的对应于 λi的特征向量.

b 该结论对复矩阵也成立,此时 Q是复的酉矩阵,但 Λ仍然是实对角矩阵.

1.2.3 对称正定矩阵

定义 1.6 设 A ∈ Cn×n.

• 若对所有向量 x ∈ Cn有 Re(x∗Ax) ≥ 0,则称 A是半正定的;
• 若对所有非零向量 x ∈ Cn有 Re(x∗Ax) > 0,则称 A是正定的;
• 若 A是 Hermite的且半正定,则称 A为 Hermite半正定;
• 若 A是 Hermite的且正定,则称 A为 Hermite正定;
• 若 A ∈ Rn×n是对称的且半正定,则称 A为对称半正定;
• 若 A ∈ Rn×n是对称的且正定,则称 A为对称正定.

- 若对所有向量 x ∈ Cn有 x∗Ax ∈ R,则 A∗ = A.

定理 1.4 设 A ∈ Cn×n,则 A正定 (或半正定)的充要条件是 H =
1

2
(A+A∗)正定 (或半正定).

(留作课外自习)

定理 1.5 设 A ∈ Rn×n,则 A正定 (或半正定)的充要条件是对任意非零向量 x ∈ Rn有 x
⊺
Ax >

0 (或 x
⊺
Ax ≥ 0). (留作课外自习)

定理 1.6 (Hermite矩阵正定的充分条件) A ∈ Cn×n 是 Hermite 正定矩阵的充要条件是 A 是

Hermite的,且所有特征值都大于零或者所有顺序主子式都大于零. (留作课外自习)

对称正定矩阵的更多性质

设 A ∈ Rn×n是对称正定矩阵,则

(1) A非奇异,且 A−1也对称正定;

(2) A的所有特征值都是正实数;

(3) A的所有顺序主子阵都对称正定的;

(4) A的所有顺序主子式都大于零.

b 对于 Hermite正定矩阵,也有类似的结论.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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如果 A是 Hermite (半)正定矩阵,则可以定义其平方根,即存在唯一的 Hermite (半)正定矩阵

B,使得 B2 = A. 事实上,我们有下面更一般的性质.

定理 1.7 设 A ∈ Cn×n 是一个 Hermite半正定矩阵, k是一个给定的正整数. 则存在一个唯一的

Hermite半正定矩阵 B ∈ Cn×n使得

Bk = A.

同时,我们还有下面的性质:

(1) rank(B) = rank(A),因此,若 A是正定的,则 B 也正定;

(2) 如果 A是实矩阵的,则 B 也是实矩阵.

特别地,当 k = 2时,称 B 为 A的平方根,记为 A
1
2 .

(留作课外自习,证明可参见相关资料,如 [30])

1.2.4 向量范数与矩阵范数

我们首先给出一般线性空间上的范数的定义.

定义 1.7 (范数与赋范线性空间) 设 S为数域 F (F可以是 R或 C)上的线性空间,若对任意 x ∈
S,存在唯一实数与之对应,记为 ∥x∥,满足:

(1) ∥x∥ ≥ 0,等号当且仅当 x = 0时成立; (正定性)

(2) ∥αx∥ = |α| · ∥x∥, ∀ α ∈ F; (正齐次性)

(3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, ∀ x, y ∈ S; (三角不等式)

则称 ∥ · ∥为线性空间 S上的范数,定义了范数的线性空间称为赋范线性空间.

- 范数是从 S到 R+
⋃
{0}的一元函数,其中 R+表示所有正实数组成的集合.

例 1.5 C[a, b]上的常用范数: 设 f(x) ∈ C[a, b],

• 1-范数: ∥f∥1 =
ˆ b

a
|f(x)| dx;

• 2-范数: ∥f∥2 =
(ˆ b

a
|f(x)|2 dx

) 1
2

;

• p-范数: ∥f∥p =
(ˆ b

a
|f(x)|p dx

) 1
p

; (p为正整数)

• ∞-范数: ∥f∥∞ = max
a≤x≤b

|f(x)|.

向量范数

定义在向量空间 Rn (或 Cn)上的范数就是向量范数.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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例 1.6 Rn/Cn上的常用范数: 设 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn或 Cn,

• 1-范数: ∥x∥1 =
n∑

i=1
|xi|;

• 2-范数: ∥x∥2 =
(

n∑
i=1
|xi|2

) 1
2

;

• p-范数: ∥x∥p =
(

n∑
i=1
|xi|p

) 1
p

; (p为正整数)

• ∞-范数: ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

b 1-范数, 2-范数,∞-范数可以看作是 p-范数在 p = 1, 2,∞时的特殊情形.

下面给出向量范数的一些性质. 为简单起见,我们这里只考虑实数情形,复数情形类似.

定理 1.8 (向量范数的连续性) 设 ∥ · ∥是 Rn上的向量范数,则 f(x) ≜ ∥x∥关于 x的每个分量是

连续的.

(证明留作课外练习,利用范数的三角不等式)

定义 1.8 (范数的等价性) 设 ∥ · ∥α 与 ∥ · ∥β 是 Rn 空间上的两个向量范数,若存在正常数 c1, c2,

使得

c1∥x∥α ≤ ∥x∥β ≤ c2∥x∥α

对任意 x ∈ Rn都成立,则称 ∥ · ∥α与 ∥ · ∥β 是等价的.

定理 1.9 (向量范数的等价性) Rn上的所有向量范数都是等价的,特别地,有

∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤
√
n ∥x∥2,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ≤ n ∥x∥∞,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥2 ≤
√
n ∥x∥∞.

(板书,只证明等价性,三个不等式留作练习)

证明. 只需证明任意向量范数 ∥ · ∥都与 ∥x∥∞等价即可,即存在正常数 c1, c2使得

c1∥x∥∞ ≤ ∥x∥ ≤ c2∥x∥∞, ∀ x ∈ Rn.

考虑函数 f(x) ≜ ∥x∥,则 f(x)连续且非负. 定义集合

S ≜ {x ∈ Rn : ∥x∥∞ = 1 },

则S是Rn中的有界闭集,所以 f(x)在S上存在最小值和最大值,分别记为 c1和 c2. 由于 f(x) = 0

当且仅当 x = 0,所以 c1和 c2都大于 0.

对任意非零向量 x ∈ Rn,有
x

∥x∥∞
∈ S,所以

c1 ≤ f
(

x

∥x∥∞

)
≤ c2, 即 c1 ≤

∥x∥
∥x∥∞

≤ c2.

所以结论成立. □

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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- 事实上,有限维赋范线性空间上的所有范数都是等价的 [80].

矩阵范数

矩阵范数除了满足一般范数的要求外,通常还要求满足相容性条件.

定义 1.9 (矩阵范数) 若函数 f(X) : Rn×n → R满足

(1) f(A) ≥ 0, ∀ A ∈ Rn×n,且等号当且仅当 A = 0时成立;

(2) f(αA) = |α| · f(A), ∀ A ∈ Rn×n, α ∈ R;

(3) f(A+B) ≤ f(A) + f(B), ∀ A,B ∈ Rn×n;

(4) f(AB) ≤ f(A)f(B), ∀ A,B ∈ Rn×n;

则称 f(X)为 Rn×n上的矩阵范数,通常记作 ∥X∥.

- 在矩阵范数的定义中,条件 (4)称为相容性条件. 在有的教材中,矩阵范数只需满足条件 (1),

(2), (3), 并称满足条件 (4) 的矩阵范数为相容矩阵范数. 这样的定义与普通范数保持一致.

但在实际使用中, 有用的矩阵范数基本上都要满足相容性, 所以也通常把矩阵范数直接定

义成相容矩阵范数. 如果没有特别说明,本讲义中矩阵范数就是指相容矩阵范数.

- 类似地,我们可以定义 Rm×n和 Cm×n上的矩阵范数 (相容性条件会复杂一些).

一类常用的矩阵范数就是由向量范数导出的算子范数.

引理 1.10 (算子范数) 设 ∥ · ∥是 Rn上的向量范数,则

∥A∥ ≜ sup
x∈Rn, x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= max
∥x∥=1

∥Ax∥

是 Rn×n上的范数,称为算子范数,也称为诱导范数或导出范数. (板书)

证明. 只需验证定义中的四个结论即可.

(1) ∥A∥ ≥ 0 显然成立. 若 ∥A∥ = 0, 则对任意非零向量 x 都有 ∥Ax∥ = 0, 即 Ax = 0. 取

x = e1, e2, . . . , en,则可得 A = 0.

(2) ∥αA∥ = max
∥x∥=1

∥αAx∥ = |α| max
∥x∥=1

∥Ax∥ = |α| · ∥A∥.

(3) ∥A + B∥ = max
∥x∥=1

∥Ax + Bx∥ ≤ max
∥x∥=1

(∥Ax∥ + ∥Bx∥) ≤ max
∥x∥=1

∥Ax∥ + max
∥x∥=1

∥Bx∥ =

∥A∥+ ∥B∥.

(4)由定义可知 ∥Ax∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥,所以

∥ABx∥ ≤ ∥A∥∥Bx∥ ≤ ∥A∥∥B∥∥x∥,

故对任意非零向量 x都有 ∥ABx∥
∥x∥ ≤ ∥A∥∥B∥. 所以

∥AB∥ = sup
x∈Rn, x ̸=0

∥ABx∥
∥x∥

≤ ∥A∥∥B∥.

□

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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- 对于算子范数,我们可以立即得到下面的性质: 设 A ∈ Rn×n, x ∈ Rn,则

∥Ax∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥. (1.2)

如果没有特别指出哪类范数,对向量和矩阵使用同样的范数时,默认是指算子范数.

- 如果存在矩阵范数和向量范数满足 (1.2),则称它们是相容的.

例 1.7 Rn×n上常见的矩阵范数:

• p-范数 (算子范数)

∥A∥p = sup
x ̸=0

∥Ax∥p
∥x∥p

, p = 1, 2,∞;

• Frobenius范数,简称 F -范数

∥A∥F =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 .

定理 1.11 可以证明:

(1) 1-范数 (也称为列范数): ∥A∥1 = max
1≤j≤n

(
n∑

i=1

|aij |

)
;

(2) ∞-范数 (也称为行范数): ∥A∥∞ = max
1≤i≤n

 n∑
j=1

|aij |

 ;

(3) 2-范数 (也称为谱范数): ∥A∥2 =
√
ρ(A⊺A);

(4) F -范数: ∥A∥F =
√

tr(A⊺A) .

(板书,以∞-范数和 2-范数为例, 1-范数, F -范数留作练习)

证明. (2)若 A = 0 (零矩阵),则结论显然成立 (等式两边都为零).

下面假定 A ̸= 0. 对任意非零向量 x,根据向量∞-范数定义可知 ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

{|xi|} ≥ |xi|,

i = 1, 2, . . . , n. 记 µ ≜ max
1≤i≤n

(
n∑

j=1
|aij |

)
,考虑 Ax的第 i个分量,我们有∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|aij | · |xj | ≤
n∑

j=1

|aij | · ∥x∥∞ ≤ µ∥x∥∞.

所以 ∥Ax∥∞ = max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣ n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ ≤ µ∥x∥∞. 因此,由算子范数定义可知

∥A∥∞ = sup
x ̸=0

∥Ax∥∞
∥x∥∞

≤ sup
x ̸=0

µ∥x∥∞
∥x∥∞

= µ. (1.3)

另一方面,假定 µ = max
1≤i≤n

(
n∑

j=1
|aij |

)
在第 k行取到,即 µ =

n∑
j=1
|akj |. 取 x̃ = [x̃1, x̃2, . . . , x̃n]

⊺,其

中 x̃j = sign(akj), j = 1, 2, . . . , n. 由于 A ̸= 0,所以 ak1, ak2, . . . , akn 不可能全部为零,因此 x̃非

零,且 ∥x̃∥∞ = 1. 此时 Ax̃的第 k个分量的绝对值为

|ak1x̃1 + ak2x̃2 + · · ·+ aknx̃n| = |ak1|+ |ak2|+ · · ·+ |akn| = µ.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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所以 ∥Ax̃∥∞ ≥ µ. 于是

∥A∥∞ = sup
x ̸=0

∥Ax∥∞
∥x∥∞

≥ ∥Ax̃∥∞
∥x̃∥∞

≥ µ.

结合 (1.3)可知 ∥A∥∞ = µ.

(3)由于 A
⊺
A是对称半正定的,所以其特征值都是非负实数,可设为

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0.

于是 ρ(A
⊺
A) = λ1. 根据定理 1.3,存在正交矩阵 Q ∈ Rn×n,使得

A
⊺
A = QΛQ

⊺
, Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

对任意非零向量 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn,记 y = Q

⊺
x = [y1, y2, . . . , yn]

⊺ ∈ Rn,我们有

∥Ax∥22 = x
⊺
A
⊺
Ax = x

⊺
QΛQ

⊺
x = y

⊺
Λy = λ1y

2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n ≤ λ1

n∑
i=1

y2i = λ1∥y∥22.

又 ∥y∥22 = y
⊺
y = x

⊺
QQ

⊺
x = x

⊺
x = ∥x∥22,所以 ∥Ax∥2 ≤

√
λ1∥y∥2 =

√
λ1∥x∥2,即对任意非零向

量 x,都有 ∥Ax∥2
∥x∥2 ≤

√
λ1. 因此

∥A∥2 = sup
x ̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

≤
√
λ1 =

√
ρ(A⊺A).

另一方面,取 x̃ = q1 (Q的第一列,即A
⊺
A的对应于 λ1的单位特征向量),则有 ∥x̃∥2 = 1, ∥Ax̃∥2 =√

x̃⊺A⊺Ax̃ =
√
λ1x̃

⊺x̃ =
√
λ1,所以

∥A∥2 = sup
x ̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

≥ ∥Ax̃∥2
∥x̃∥2

=
√
λ1 =

√
ρ(A⊺A).

因此等式成立. □

矩阵范数的一些基本性质

(1) 对任意范数 ∥ · ∥,有 ∥I∥ ≥ 1,对任意的算子范数 ∥ · ∥,有 ∥I∥ = 1;

(2) 对任意范数 ∥ · ∥,有 ∥Ak∥ ≤ ∥A∥k;
(3) ∥A⊺∥2 = ∥A∥2, ∥A⊺∥1 = ∥A∥∞;

(4) 若 A是正规矩阵,则 ∥A∥2 = ρ(A),特别地,若 A是对称矩阵,则 ∥A∥2 = ρ(A);

(5) F -范数不是算子范数;

(6) ∥ · ∥2和 ∥ · ∥F 是酉不变范数,即对任意正交矩阵 (或酉矩阵) U , V ,有

∥UA∥2 = ∥AV ∥2 = ∥UAV ∥2 = ∥A∥2 ,

∥UA∥F = ∥AV ∥F = ∥UAV ∥F = ∥A∥F .

(留作课外自习)

例 1.8 设 A =

[
1 2

3 4

]
,计算 ∥A∥1, ∥A∥2, ∥A∥∞, ∥A∥F .

(板书, 6,
√
15 +

√
221, 7,

√
30)
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- 计算 2-范数时需要求谱半径,因此通常比计算 1-范数和∞-范数更困难. 但在某些情况下可

以用下面的范数等价性来估计一个矩阵的 2-范数.

定理 1.12 (矩阵范数的等价性) Rn×n上的所有范数都是等价的,特别地,有
1√
n
∥A∥1 ≤ ∥A∥2 ≤

√
n ∥A∥1,

1√
n
∥A∥∞ ≤ ∥A∥2 ≤

√
n ∥A∥∞,

1

n
∥A∥∞ ≤ ∥A∥1 ≤ n ∥A∥∞.

(板书,等价性证明略,只证明三个不等式,利用矩阵特征值与迹的关系式)

证明. 第一个不等式中对 A取转置就可得第二个不等式, 第三个不等式显然成立, 因此我们只需

证明第一个不等式.

由于 A
⊺
A对称半正定,根据定理 1.1 (特征值与迹的关系式)和矩阵 2-范数定义,我们有

∥A∥22 = ρ(A
⊺
A) ≤ tr(A⊺

A) = ∥A∥2F ≤ n max
1≤j≤n

(
n∑

i=1

a2ij

)
≤ n max

1≤j≤n

(
n∑

i=1

|aij |

)2

= n∥A∥21.

另一个方面,假定 ∥A∥1 = max
1≤j≤n

(
n∑

i=1
|aij |

)
在第 k列取到,即 ∥A∥1 =

n∑
i=1
|aik|. 取 x̃ = ek (单位矩

阵的第 k列),则 ∥x̃∥2 = 1,且

∥Ax̃∥22 = e
⊺
kA

⊺
Aek =

n∑
i=1

|aik|2.

根据均值不等式,我们有 √√√√ 1

n

n∑
i=1

|aik|2 ≥
1

n

n∑
i=1

|aik|.

所以 ∥Ax̃∥2 ≥ 1√
n

n∑
i=1
|aik| = 1√

n
∥A∥1. 因此

∥A∥2 = sup
x ̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

≥ ∥Ax̃∥2
∥x̃∥2

≥ 1√
n
∥A∥1.

□

定理 1.13 (矩阵范数的连续性) 设 ∥ · ∥是 Rn×n上的一个矩阵范数,则 f(A) ≜ ∥A∥关于 A的每

个分量是连续的. (留作课外自习)

定理 1.14 设 ∥ · ∥是 Rn×n上的任一算子范数,若 ∥B∥ < 1,则 I ±B 非奇异,且∥∥(I ±B)−1
∥∥ ≤ 1

1− ∥B∥
.

(板书)

证明. 这里仅证明减号情形,加号情形的证明类似.

先证明 I−B非奇异. 反证法,假定 I−B奇异,则 (I−B)x = 0有非零解,设为 x̃,即Bx̃ = x̃.

所以 ∥B∥ ≥ ∥Bx̃∥
∥x̃∥

= 1,与条件 ∥B∥ < 1矛盾. 因此 I −B 非奇异.
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由 (I −B)−1(I −B) = I 可知

(I −B)−1 = I + (I −B)−1B.

从而

∥(I −B)−1∥ = ∥I + (I −B)−1B∥ ≤ ∥I∥+ ∥(I −B)−1∥ · ∥B∥.

解得

∥(I −B)−1∥ ≤ ∥I∥
1− ∥B∥

=
1

1− ∥B∥
.

□

谱半径与范数之间的关系

定理 1.15 (谱半径与范数的关系) 设 A ∈ Rn×n,则

(1) 对任意算子范数,有 ρ(A) ≤ ∥A∥;
(2) 反之,对任意 ε > 0,都存在一个算子范数 ∥ · ∥ε,使得 ∥A∥ε ≤ ρ(A) + ε,其中范数 ∥ · ∥ε依
赖于 A和 ε. 所以,若 ρ(A) < 1,则存在算子范数 ∥ · ∥ε,使得 ∥A∥ε < 1;

(板书,只证明结论 (1),结论 (2)可参考 [71]))

证明. 设 λ1 是 A的模最大特征值,即 ρ(A) = |λ1|. 令 x为 A的对应于 λ1 的满足 ∥x∥ = 1的特征

向量,即 Ax = λ1x,则

ρ(A) = |λ1| = |λ1| · ∥x∥ = ∥λ1x∥ = ∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥ = ∥A∥.

□

- 事实上,上述定理中的结论 (1)对任意矩阵范数都成立,见练习 1.11.

推论 1.16 设 A ∈ Rn×n,则 ∥A∥22 ≤ ∥A∥1 · ∥A∥∞,且

max
1≤i,j≤n

{|aij |} ≤ ∥A∥2 ≤ n max
1≤i,j≤n

{|aij |}.

(留作练习)

推论 1.17 设 A ∈ Rn×n,则对任意矩阵范数 ∥ · ∥,有

ρ(A) = lim
k→∞

∥∥∥Ak
∥∥∥ 1

k
. (1.4)

证明. 由谱半径与范数之间的关系可知

ρ(A)k = ρ(Ak) ≤ ∥Ak∥.

另一方面,对任意 ε > 0,构造矩阵

Aε =
1

ρ(A) + ε
A.

则 ρ(Aε) < 1,故 lim
k→∞

Ak
ε = 0. 因此存在正整数 N ,使得当 k > N 时,有 ∥Ak

ε∥ < 1,即∥∥∥∥ Ak

(ρ(A) + ε)k

∥∥∥∥ =
∥Ak∥

(ρ(A) + ε)k
< 1.
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所以

ρ(A) ≤
∥∥∥Ak

∥∥∥ 1
k ≤ ρ(A) + ε,

即对任意 ε > 0,存在正整数 N ,使得当 k > N 时,有∣∣∣∣∥∥∥Ak
∥∥∥ 1

k − ρ(A)
∣∣∣∣ < ε.

根据极限定义可知,
∥∥Ak

∥∥ 1
k → ρ(A). □

等式 (1.4)有时也用来定义矩阵的谱半径.

1.2.5 内积与内积空间

定义 1.10 (内积与内积空间) 设 S是数域 F (R或 C)上的一个线性空间,定义一个从 S× S到 F
的代数运算,记为 “( · , · )”,即对任意 x, y ∈ S,都存在唯一的 f ∈ F,使得 f = (x, y). 如果该运算

满足

(1) (y, x) = (x, y), ∀ x, y ∈ S;

(2) (αx, y) = α(x, y), ∀ α ∈ F, x, y ∈ S;

(3) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), ∀ x, y, z ∈ S;

(4) (x, x) ≥ 0,等号当且仅当 x = 0时成立;

则称 (·, ·)为 S上的一个内积,有时也称为标量积. 定义了内积的线性空间称为内积空间.

- 定义在实数域 R上的内积空间称为欧氏空间,定义在复数域 C上的内积空间称为酉空间.

- (x, y)表示 (x, y)的共轭. 当 F = R时,条件 (1)即为 (y, x) = (x, y).

- 内积可以看作是从线性空间 S到数域 F的二元函数.

- 由内积定义可以立即得出:
• (x, βy) = β̄(x, y), ∀ β ∈ F
• (x, y + z) = (x, y) + (x, z)

例 1.9 考虑线性空间 Rn,对任意 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn, y = [y1, y2, . . . , yn]

⊺ ∈ Rn,定义

(x, y) ≜ y
⊺
x =

n∑
i=1

xiyi,

则 (x, y)是 Rn上的内积,因此 Rn是一个欧氏空间. 这种方式定义的内积称为欧氏内积.

例 1.10 考虑线性空间 Cn,对任意 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Cn, y = [y1, y2, . . . , yn]

⊺ ∈ Cn,定义

(x, y) ≜ y∗x =

n∑
i=1

xiȳi,

则 (x, y)是 Cn上的内积,因此 Cn是一个酉空间.
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- 需要指出的是,同一个线性空间中可以定义多个内积,参见练习 1.20.

- 以上定义的内积是 Rn和 Cn上的标准内积,若不特别声明,我们一般采用 Rn和 Cn上标准

内积.

例 1.11 考虑实数域 R上的线性空间 C[a, b],对任意 f(x), g(x) ∈ C[a, b],定义

(f, g) ≜
ˆ b

a
f(x)g(x) dx,

容易验证, (f, g)是 C[a, b]上的内积,此时 C[a, b]是一个欧氏空间.

有了内积以后,我们就可以定义正交.

定义 1.11 设 S是内积空间, x, y ∈ S,若 (x, y) = 0,则称 x与 y是正交的.

- 正交可以看作是垂直概念的推广.

定理 1.18 (Cauchy-Schwarz不等式) 设 S是复数域上的内积空间,则对任意 x, y ∈ S,有

|(x, y)|2 ≤ (x, x) · (y, y). (1.5)

(板书)

证明. 若 y = 0,则结论显然成立.

假定 y ̸= 0,则 (y, y) > 0. 对任意复数 α有

0 ≤ (x− αy, x− αy) = (x, x)− α(y, x)− ᾱ(x, y) + |α|2(y, y).

取 α =
(x, y)

(y, y)
,代入可得

0 ≤ (x, x)− (x, y)(y, x)

(y, y)
− (x, y)(x, y)

(y, y)
+
|(x, y)|2

(y, y)
= (x, x)− |(x, y)|

2

(y, y)
.

即

|(x, y)|2 ≤ (x, x) · (y, y).

□

K 思考： Cauchy-Schwarz不等式 (1.5)中,等号成立的充要条件是什么?

- Cauchy-Schwarz不等式在复数域中也成立.

定理 1.19 设 S是内积空间, u1, u2, . . . , un ∈ S,则 u1, u2, . . . , un 线性无关的充要条件是矩阵 G

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan
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非奇异,其中

G =


(u1, u1) (u2, u1) · · · (un, u1)

(u1, u2) (u2, u2) · · · (un, u2)
...

...
...

(u1, un) (u2, un) · · · (un, un)


称为 u1, u2, . . . , un的 Gram矩阵. (板书)

证明. 矩阵 G非奇异当且仅当 Gx = 0只有零解. 由 G的定义可知 Gx = 0即为
n∑

i=1

(ui, uk)xi = 0, k = 1, 2, . . . , n,

即

0 =

n∑
i=1

(xiui, uk) =

(
n∑

i=1

xiui, uk

)
, k = 1, 2, . . . , n.

所以 (
n∑

i=1

xiui,
n∑

i=1

xiui

)
=

n∑
k=1

x̄k

(
n∑

i=1

xiui, uk

)
= 0.

因此
n∑

i=1
xiui = 0. 若 u1, u2, . . . , un线性无关,则 xi = 0,即 Gx = 0只有零解.

反之, 设 Gx = 0 只有零解. 若 u1, u2, . . . , un 线性相关, 则存在一组不全为零的数 αi, 使得
n∑

i=1
αiui = 0. 于是

0 =

(
n∑

i=1

αiui, uk

)
=

n∑
i=1

αi(ui, uk), k = 1, 2, . . . , n.

因此 x = [α1, α2, . . . , αn]
⊺是 Gx = 0的非零解,与条件矛盾. 故 u1, u2, . . . , un线性无关. □

内积导出范数

设 S是内积空间,对任意 x ∈ S,定义

∥x∥ ≜ (x, x)
1
2 ,

则可以验证, ∥x∥是 S上的范数. 这就是由内积导出的范数.

- 任意一个内积都可以导出一个相应的范数.

例 1.12 Rn上由标准内积导出的范数为

∥x∥ = (x, x)
1
2 =

(
n∑

i=1

x2i

) 1
2

.

这就是 2-范数.
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带权内积

设 ω1, ω2, . . . , ωn为任意给定的正实数,对任意 x, y ∈ Rn,定义

(x, y)ω ≜
n∑

i=1

ωixiyi.

可以验证, (x, y)ω 是 Rn上的内积,我们称其为带权内积,其中 ωi称为权系数.

同样,可以在 Cn中定义带权内积.

为了在 C[a, b]上定义带权内积,我们首先定义权函数.

定义 1.12 设 ω(x)是 [a, b]上的非负函数,如果 ω(x)满足

(1) 对任意非负整数 k,
ˆ b

a
xkω(x) dx存在且为有限值;

(2) 对 [a, b]上的任意非负连续函数 g(x),如果
ˆ b

a
g(x)ω(x) dx = 0,则 g(x) ≡ 0;

则称 ω(x)是 [a, b]上的一个权函数.

- [a, b]可以是有限区间,也可以是无限区间,即 a可以是 −∞, b可以是∞;

- 权函数与定义区间 [a, b]相关.

例 1.13 常见的权函数有

• ω(x) = 1是 [−1, 1]上的权函数;

• ω(x) = 1√
1− x2

是 [−1, 1]上的权函数;

• ω(x) = e−x是 [0,∞)上的权函数;

• ω(x) = e−x2
是 (−∞,∞)上的权函数.

定义 1.13 设 ω(x)是 [a, b]上的权函数,对任意 f(x), g(x) ∈ C[a, b],定义

(f, g)ω =

ˆ b

a
ω(x)f(x)g(x) dx,

则 (f, g)ω 是 C[a, b]上的带权内积. 对应的带权内积导出范数为

∥f∥ω = (f, f)
1
2
ω =

(ˆ b

a
ω(x)f2(x) dx

) 1
2

.

特别地,当 ω(x) ≡ 1时,内积导出范数为

∥f∥ = (f, f)
1
2 =

(ˆ b

a
f2(x) dx

) 1
2

,

即为 f(x)的 2-范数.
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1.2.6 矩阵标准型

Jordan标准型

在计算矩阵的特征值时, 一个基本的思想是通过相似变换, 将其转化成一个形式尽可能简单

的矩阵, 使得其特征值更易于计算. 在这里, 我们介绍两个非常重要的矩阵标准型: Jordan 标准

型和 Schur分解.

定理 1.20 设 A ∈ Cn×n有 p个不同的特征值,则存在非奇异矩阵 X ∈ Cn×n,使得

X−1AX =


J1

J2
. . .

Jq

 ≜ J, (1.6)

其中 Ji的维数等于 λi的代数重数,且具有下面的结构

Ji =


Ji1

Ji2
. . .

Jiνi

 , Jik =


λi 1

. . . . . .

λi 1

λi

 .
这里的 νi为 λi的几何重数, Jik 为 (对应于 λi的) Jordan块.

- 块对角矩阵 J 就称为 A的 Jordan标准型,除了其中的 Jordan块排列次序外是唯一确定的.

推论 1.21 所有可对角化矩阵组成的集合在所有矩阵组成的集合中是稠密的.

Schur分解

Jordan 标准型在理论研究中非常有用, 但数值计算比较困难, 目前还没有找到十分稳定有效

的数值计算方法. 下面我们介绍一个比较实用的矩阵分解: Schur分解.

定理 1.22 设 A ∈ Cn×n,则存在酉矩阵 U ∈ Cn×n使得

U∗AU =


λ1 r12 · · · r1n
0 λ2 · · · r2n
...

. . .
...

0 · · · 0 λn

 ≜ R 或 A = URU∗, (1.7)

其中 λ1, λ2, . . . , λn是 A的特征值 (可以按任意顺序排列). (板书)

证明. 我们对 n使用归纳法.

当 n = 1时,结论显然成立.

假设结论对所有 n− 1阶矩阵都成立. 考虑 n阶矩阵 A ∈ Cn×n. 设 λ是 A的一个特征值,其

对应的特征向量为 x ∈ Cn,且 ∥x∥2 = 1. 构造一个以 x为第一列的酉矩阵 X = [x, X̃]. 于是

X∗AX =

[
x∗

X̃∗

]
A [x, X̃] =

[
x∗Ax x∗AX̃

X̃∗Ax X̃∗AX̃

]
.
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因为 x∗Ax = λx∗x = λ,且 X̃∗Ax = X̃∗(λx) = λX̃∗x = 0,故

X∗AX =

[
λ x∗AX̃

0 X̃∗AX̃

]
≜
[
λ Ã12

0 Ã22

]
,

其中 Ã22 ∈ C(n−1)×(n−1). 根据归纳假设, 存在酉矩阵 Ũ ∈ C(n−1)×(n−1), 使得 Ũ∗A22Ũ = R̃ ∈
C(n−1)×(n−1)是一个上三角矩阵. 令

U = X

[
1 0

0 Ũ

]
,

则有

U∗AU =

[
1 0

0 Ũ∗

]
X∗AX

[
1 0

0 Ũ

]

=

[
1 0

0 Ũ∗

][
λ Ã12

0 Ã22

][
1 0

0 Ũ

]
=

[
λ Ã12Ũ

0 Ũ∗Ã22Ũ

]
=

[
λ Ã12Ũ

0 R̃

]
≜ R.

显然 R也是一个上三角矩阵,其对角线元素即为 A的特征值. 因此结论对 n阶矩阵也成立.

由归纳法可知,定理结论成立. □

关于 Schur标准型的几点说明

• Schur标准型可以说是酉相似变化下的最简形式;
• 定理中的 U 和 R不是唯一的,其中 R的对角线元素可以按任意顺序排列.

推论 1.23 设 A ∈ Cn×n,则

• A是正规矩阵当且仅当 R是对角矩阵,即 A可酉对角化的充要条件是 A是正规矩阵;
• A是 Hermite矩阵当且仅当 R是实对角矩阵.

众所周知,当 A是实矩阵时,其特征值和特征向量仍可能是复的. 但在实际应用中,我们在计

算一个实矩阵的特征值时,希望尽可能地避免复数运算. 此时,我们就需要用到下面的实 Schur标

准型 (或拟 Schur标准型).

定理 1.24 设 A ∈ Rn×n,则存在正交矩阵 Q ∈ Rn×n,使得

Q
⊺
AQ = T, (1.8)

其中 T ∈ Rn×n 是拟上三角矩阵,即 T 是块上三角的,且对角块为 1 × 1或 2 × 2的块矩阵. 若

对角块是 1 × 1的,则其就是 A的一个特征值,若对角块是 2 × 2的,则其特征值是 A的一对共

轭复特征值. (证明可参见相关资料,如 [21])
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1.3 数值计算中的误差

数值方法的特点之一就是所求得的解是近似解, 通常总是存在一定的误差 (error). 误差分析

是数值分析中一个很重要的课题.

误差是人们用来描述数值计算中近似解的精确程度, 是科学计算中的一个十分重要的概念.

科学计算中误差的来源主要有以下几个方面 [70]:

• 模型误差: 从实际问题中抽象出数学模型,往往是抓住主要因素,忽略次要因素,因此,数学模

型与实际问题之间总会存在一定的误差.
• 数据误差: 模型中往往包含各种数据或参量,这些数据一般都是通过观测、测量、实验或计

算得到的,也会存在一定的误差.
• 截断误差 (truncation error): 也称方法误差,是指对数学模型进行数值近似时产生的误差.
• 舍入误差 (roundoff error / rounding error): 由于计算机的机器字长有限,做算术运算时存在一

定的精度限制,也会产生误差.

在数值分析中,我们总假定数学模型是准确的,因而不考虑模型误差和数据误差,主要研究截

断误差和舍入误差对计算结果的影响.

例 1.14 近似计算
ˆ 1

0
e−x2

dx的值.

解. 这里我们利用 Taylor展开,即ˆ 1

0
e−x2

dx =

ˆ 1

0

(
1− x2 + x4

2!
− x6

3!
+
x8

4!
− · · ·

)
dx

= 1− 1

3
+

1

2!
× 1

5
− 1

3!
× 1

7
+

1

4!
× 1

9
− · · ·

≜ S4 +R4,

其中 S4 为前四项的部分和, R4 为剩余部分. 如果我们以 S4 作为定积分的近似值,则 R4 就是由

此而产生的误差,这种误差就称为截断误差,它是由我们的近似方法所造成的.

在计算 S4的值时,假定我们保留小数点后 4位有效数字,则

S4 = 1− 1

3
+

1

10
− 1

42
≈ 1.00000− 0.33333 + 0.10000− 0.023810 ≈ 0.7429

这就是我们最后得到的近似值. 这里,在计算 S4时所产生的误差就是舍入误差. □

1.3.1 绝对误差和绝对误差限

精度是数值计算中的一个非常重要的概念,衡量精度通常依靠两个指标,一个是绝对误差,一

个是相对误差.

定义 1.14 设 x̃是 x的近似值,则称

ϵ ≜ x̃− x

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

· 22 · 第一讲 预备知识

为近似值 x̃的绝对误差 (absolute error),简称误差. 若存在 ε > 0使得

|ϵ| = |x̃− x| ≤ ε,

则称 ε为绝对误差限,简称误差限.

- 在工程中,通常用 x = x̃± ε表示 x̃的误差限为 ε.

关于误差和误差限的几点说明

• 绝对误差不是误差的绝对值,可能是正的,也可能是负的.
• 由于精确值通常是不知道的,因此绝对误差一般也是不可知的,在做误差估计时,我们所

求的通常是误差限.
• 误差限不唯一,越小越好,一般是指所能找到的最小上界.

1.3.2 相对误差和相对误差限

当精确值比较大时,绝对误差能较好地表示近似值的精确程度,比如 2021.38± 0.01表示有 5

位有效数字;但当精确值比较小时,情况就不一样了,比如 0.004± 0.01,没有任何有效数字. 因此,

近似值的精确程度不能仅仅看绝对误差,更重要的是看相对误差.

定义 1.15 设 x̃是 x的近似值,称

ϵr ≜
x̃− x
x

为近似值 x̃的相对误差 (relative error). 若存在 εr > 0使得

|ϵr| ≤ εr,

则称 εr 为相对误差限.

- 由于精确值 x通常是未知的,因此我们也可以采用下面的方式来定义相对误差:

ϵr ≜
x̃− x
x̃

.

有时也经常写成 x = x̃(1− εr)或 x̃ = x(1 + εr).

关于相对误差和相对误差限的几点说明

• 近似值的精确程度通常取决于相对误差的大小;
• 实际计算中我们所能得到的通常是相对误差限 (所能找到的最小上界);
• 绝对误差有量纲,但相对误差没有.

1.3.3 有效数字

我们知道, 在取一个浮点数的近似值时, 为了就尽可能地精确, 一个基本原则是 “四舍五入”,

这样所的得到的数字都是有效数字 (significant digits).
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例 1.15 已知精确值 π = 3.14159265 · · · , 则近似值 x1 = 3.14 有 3 位有效数字, 近似值 x2 =

3.1416有 5位有效数字,近似值 x3 = 3.1415有 4位有效数字.

从上面的例子中可以看出, 我们在计算有效数字的个数时, 是从最小的有效数字位开始往前

数,直至第一个非零数字为止,如果总共有 n个数字,那么我们就称其有 n位有效数字.

关于有效数字的判断,我们有下面的结论.

定理 1.25 设 x̃是 x的近似值,若 x̃可表示为

x̃ = ±0.a1a2 · · · an · · · × 10m,

其中 ai是 0到 9中的数字,且 a1 ̸= 0. 若

0.5× 10m−n−1 < |x̃− x| ≤ 0.5× 10m−n,

则 x̃恰好有 n位有效数字.

- 换而言之,若 0.5× 10k−1 < |x̃− x| ≤ 0.5× 10k,则 x̃恰好有m− k位有效数字.

在上面的例 1.15中, x1可写为 x1 = 0.314× 101,其与 π的误差满足

0.5× 10−3 < |x1 − π| ≤ 0.5× 10−2,

所以m = 1, k = −2,因此 x1具有m− k = 3位有效数字.

例 1.16 根据四舍五入原则写出下列各数的具有 5位有效数字的近似值:

187.9325, 0.03785551, 8.000033.

187.93, 0.037856, 8.0000

- 按四舍五入原则得到的数字都是有效数字.

- 一个数末尾的 0不可以随意添加或省略.

由于在实际计算中,我们往往只知道误差的某个上限,根据这个上限,我们一般只能判断这个

近似值所具有的有效数字的最少个数.

推论 1.26 设 x̃是 x的近似值,若 x̃可表示为

x̃ = ±0.a1a2 · · · an · · · × 10m,

其中 ai是 0到 9中的数字,且 a1 ̸= 0. 若

|x̃− x| ≤ 0.5× 10m−n,

则 x̃至少有 n位有效数字.

例 1.17 已知精确值 x = 2.7182818 · · · ,则近似值 x1 = 2.7182和 x2 = 2.7183分别有几位有效

数字?
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解. 直接计算可得

0.5× 10−4 < |x1 − x| = 0.818...× 10−4 ≤ 0.5× 10−3,

0.5× 10−5 < |x2 − x| = 0.181...× 10−4 ≤ 0.5× 10−4.

又 x1 = 0.27182 × 101 和 x2 = 0.27183 × 101, 因此, x1 有 1 − (−3) = 4 位有效数字, x2 有

1− (−4) = 5位有效数字. □

有效数字与相对误差

相对误差可以衡量一个近似值的精确程度, 而有效数字也可以评价一个近似值的精确程度,

两者之间有下面的关系.

定理 1.27 (有效数字与相对误差限) 设 x̃是 x的近似值,若 x̃可表示为

x̃ = ±0.a1a2 . . . an . . .× 10m,

其中 ai是 0到 9中的数字,且 a1 ̸= 0. 若 x̃具有 n位有效数字,则其相对误差满足

|ϵr| ≤
1

2a1
× 10−n+1.

反之,若 x̃的相对误差满足

|ϵr| ≤
1

2(a1 + 1)
× 10−n+1.

则 x̃至少有 n位有效数字. (板书)

证明. 由 x̃的表达式可知

a1 × 10m−1 ≤ |x̃| ≤ (a1 + 1)× 10m−1.

若 x̃具有 n位有效数字,则

|ϵr| =
|x̃− x|
|x̃|

≤ 0.5× 10m−n

a1 × 10m−1
=

1

2a1
× 10−n+1.

反之,若 |ϵr| ≤
1

2(a1 + 1)
× 10−n+1,则

|x̃− x| = |x̃| · |ϵr| ≤ 0.5× 10m−n.

故 x̃至少有 n位有效数字. □

- 从这个定理可以看出,有效数字越多,相对误差越小. 同样,如果相对误差越小,则有效数字

越多.

机器精度 (unit roundoff)

在进行数值计算时, 舍入误差不可避免. 对于不同的数据类型, 相对误差也是不一样的. 目

前科学计算中常用的浮点数是双精度数和单精度数,相对误差分别大约是 εu ≈ 1.1 × 10−16

和 εu ≈ 6.0 × 10−8,即两个浮点数做数值计算 (加减乘除等),实际计算值 f̃ 与精确值 f 满足

|f̃ − f | ≤ εu|f |,工程中也记为 f = f̃(1± εu).
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1.3.4 误差估计的基本方法

- 这里需要再次强调的是,在做误差估计时,通常指的是估计绝对误差限或相对误差限.

设 x̃是近似值,为了表述方便,我们用 ε(x̃)表示其误差限.

四则运算

设 x̃1和 x̃2的误差限分别为 ε(x̃1)和 ε(x̃2),则可以验证下面的结论成立:

ε(x̃1 ± x̃2) ≤ ε(x̃1) + ε(x̃2),

ε(x̃1x̃2) ≤ |x̃2|ε(x̃1) + |x̃1|ε(x̃2) + ε(x̃1)ε(x̃2) ≈ |x̃2|ε(x̃1) + |x̃1|ε(x̃2),

ε

(
x̃1
x̃2

)
⪅ |x̃2|ε(x̃1) + |x̃1|ε(x̃2)

|x̃2|2
.

由此可知,数据的误差在运算过程中会累积和传递,同时也可能会相消.

单变量可微函数

设 x̃是 x的近似值,若 f(x)可导,则有

f(x)− f(x̃) = f ′(x̃)(x− x̃) + f ′′(ξ)

2
(x− x̃)2.

由于 |x− x̃|相对较小,所以当 |f ′′(x)|与 |f ′(x)|的比值不是很大时,我们可以忽略二次项,即

|f(x̃)− f(x)| ≈ |f ′(x̃)| · |x̃− x|.

因此,可得函数值的误差限

ε(f(x̃)) ≈ |f ′(x̃)| ε(x̃).

例 1.18 设 x > 0, x的相对误差是 δ,试估计计算 lnx的误差.

解. 设 x̃是 x的近似值. 由题意可知,相对误差为∣∣∣∣ x̃− xx̃
∣∣∣∣ = δ.

所以误差 |ε(x̃)| = |x̃− x| = |x̃| · δ. 设 f(x) = ln(x),则

ε(f(x̃)) ≈ |f ′(x̃)|ε(x̃) =
∣∣∣∣1x̃
∣∣∣∣ · |x̃| · δ = δ,

即计算 lnx可能产生的误差约为 δ. □

多变量可微函数

关于多元函数 f(x1, x2, . . . , xn),我们可以得到类似的结论:

ε(f(x̃)) ≈
n∑

k=1

∣∣∣∣∂f(x̃)∂xk

∣∣∣∣ ε(x̃k),
其中 x̃ = [x̃1, x̃2, . . . , x̃n]

⊺是 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺的近似值.
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例 1.19 测得某场地的长 x和宽 y 分别为: x̃ = 110m, ỹ = 80m, 其测量误差限分别为 0.2m和

0.1m. 试求面积 S = xy的绝对误差限和相对误差限.

解. 由于 ε(x̃) = 0.2m, ε(ỹ) = 0.1m,故

ε(S̃) ≈
∣∣∣∣∂S(x̃, ỹ)∂x

∣∣∣∣ ε(x̃) + ∣∣∣∣∂S(x̃, ỹ)∂y

∣∣∣∣ ε(ỹ)
= |ỹ| · ε(x̃) + |x̃| · ε(ỹ)

= 80× 0.2 + 110× 0.1 = 27 (m2).

相对误差限

εr(S̃) =
ε(S̃)

|S̃|
≈ 27

110× 80
≈ 0.0031.

□

1.3.5 问题的适定性和算法的稳定性

数学问题的适定性

定义 1.16 如果一个数学问题满足

(1) 对任意满足一定条件的输入数据,存在一个解,

(2) 对任意满足一定条件的输入数据,解是唯一的,

(3) 问题的解关于输入数据是连续的,

则称该数学问题是适定的 (well-posed),否则就称为不适定的 (ill-posed).

- 有时也称不适定的问题为不稳定 (unstable)的 [44].

病态问题与条件数

定义 1.17 如果输入数据的微小扰动会引起输出数据 (即计算结果)的很大变化 (误差), 则称该

数学问题是病态的,否则就是良态的.

例 1.20 解线性方程组

 x+ αy = 1

αx+ y = 0

解. 易知当 α = 1时,方程组无解. 当 α ̸= 1时,解为

x =
1

1− α2
, y =

−α
1− α2

.

如果 α ≈ 1,则 α的微小误差可能会引起解的很大变化. 比如当 α = 0.999时, x ≈ 500.25. 假定

输入数据 α带有 0.0001的误差,即实际输入数据为 α̃ = 0.9991,则此时有 x̃ ≈ 555.81,解的误差

约为 55.56,是输入数据误差的五十多万倍,因此该问题的病态的. □
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可微函数的条件数

设 f(x)可导, x̃是精确值 x∗的近似值,则由 Taylor公式可知

f(x̃)− f(x∗) = f ′(x∗)(x̃− x∗) +
f ′′(ξ)

2
(x̃− x∗)2.

当 x̃很接近 x∗时, (x̃− x∗)2非常小. 假定 f ′′(x)在 x∗附近的邻域内有界且不是很大,则有∣∣∣∣f(x̃)− f(x∗)f(x∗)

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣x∗f ′(x∗)f(x∗)

∣∣∣∣× ∣∣∣∣ x̃− x∗x∗

∣∣∣∣ ,
即函数值的相对误差大约是输入数据相对误差的

∣∣∣∣x∗f ′(x∗)f(x∗)

∣∣∣∣倍. 这个值就定义为函数 f(x)在 x∗

处的条件数,记为 Cp(x∗),其中

Cp(x) ≜
∣∣∣∣xf ′(x)f(x)

∣∣∣∣ .
显然,条件数越大,计算所得到的函数值的相对误差就可能越大. 因此,如果函数的条件数比较大,

那么我们就认为问题是病态的,而且条件数越大问题病态就越严重.

关于病态问题的几点说明

• 病态是问题本身固有的性质,与数值算法无关.
• 条件数是衡量问题是否病态的一个重要指标, 不同问题的条件数有着不同的定义, 例如

矩阵的条件数见定义 2.1.
• 对于病态问题,选择数值算法时需要更加谨慎.

算法的稳定性

在数值计算过程中,如果误差不增长,或者能得到有效控制,则称该算法是稳定的,否则为不

稳定的.

例 1.21 近似计算 (Demo11_Stablity.m)

Sn =

ˆ 1

0

xn

x+ 5
dx, n = 1, 2, . . . , 8.

解. 通过观察可知

Sn + 5Sn−1 =

ˆ 1

0

xn + 5xn−1

x+ 5
dx =

ˆ 1

0
xn−1 =

1

n
,

因此,

Sn =
1

n
− 5Sn−1. (1.9)

易知 S0 = ln 6 − ln 5 ≈ 0.182 (保留三位有效数字),利用上面的递推公式可得 (保留三位有效数

字)

S1 = 0.0900, S2 = 0.0500, S3 = 0.0833, S4 = −0.166,

S5 = 1.03, S6 = −4.98, S7 = 25.0, S8 = −125.
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另一方面,我们有
1

6(n+ 1)
=

ˆ 1

0

xn

6
dx ≤

ˆ 1

0

xn

x+ 5
dx ≤

ˆ 1

0

xn

5
dx =

1

5(n+ 1)
. (1.10)

因此,上面计算的 S4, . . . , S8显然是不对的. 原因是什么呢? 误差!

设 S̃n是 Sn的近似值,则

S̃n − Sn =

(
1

n
− 5S̃n−1

)
−
(
1

n
− 5Sn−1

)
≈ −5(S̃n−1 − Sn−1),

即误差是以 5倍速度增长,这说明计算过程是不稳定的,因此我们不能使用该算法.

事实上,递推公式 (1.9)可以改写为

Sn−1 =
1

5n
− 1

5
Sn. (1.11)

因此,我们可以先估计 S8的值,然后通过反向递推,得到其它值. 这样,误差就以
1

5
的速度衰减.

首先,可以根据 (1.10)对 S8做简单的估计,即

S8 ≈
1

2

(ˆ 1

0

x8

6
dx+

ˆ 1

0

x8

5
dx
)
≈ 0.0204.

然后通过递推公式 (1.11)计算可得

S7 = 0.0209, S6 = 0.0244, S5 = 0.0285, S4 = 0.0343,

S3 = 0.0431, S2 = 0.0580, S1 = 0.0884, S0 = 0.182.

可以验证,从 S1至 S5都至少具有 3位有效数字.

为了获得更精确的结果 (使得 S6, S7, S8 也具有更多的有效数字), 我们可以从较大的 n 算

起,比如取 n = 11,则

S11 ≈
1

2

(ˆ 1

0

x11

6
dx+

ˆ 1

0

x11

5
dx
)
≈ 0.0153.

通过递推公式 (1.11)计算可得

S8 = 0.0188, S7 = 0.0212, S6 = 0.0243, S5 = 0.0285, S4 = 0.0343,

S3 = 0.0431, S2 = 0.0580, S1 = 0.0884, S0 = 0.182.

此时所有的 Si都至少具有 3位有效数字. 计算过程是稳定的. □

- 在数值计算中,误差不可避免,算法的稳定性是一个非常重要的性质.

- 在数值计算中,不要采用不稳定的算法！

- 用计算机进行整数之间的加减和乘法运算时,没有误差. (不考虑溢出情况)

1.3.6 减小误差危害

为了尽量减小误差给计算结果带来的危害,在数值计算过程中,我们应该注意以下几点.
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(1)避免相近的数相减

如果两个相近的数相减,则会损失有效数字,如 0.12346 − 0.12345 = 0.00001,两个操作数都

有 5位有效数字,但计算结果却只有 1位有效数字.

例 1.22 计算
√
9.01− 3,计算过程中保留 3位有效数字.

解. 如果直接计算的话,可得
√
9.01 = 3.0016662039607 · · · ≈ 3.00.

所以
√
9.01− 3 ≈ 0.00,一个有效数字都没有!

但如果换一种计算方法,如
√
9.01− 3 =

9.01− 32√
9.01 + 3

≈ 0.01

3.00 + 3
≈ 0.00167.

通过精确计算可知
√
9.01− 3 = 0.0016662039607 · · · . 因此第二种计算能得到三位有效数字! □

通过各种等价公式来计算两个相近的数相减,是避免有效数字损失的有效手段之一. 下面给

出几个常用的等价公式:
√
x+ ε−

√
x =

ε√
x+ ε+

√
x

ln(x+ ε)− ln(x) = ln
(
1 +

ε

x

)
1− cos(x) = 2 sin2

x

2
, |x| ≪ 1

ex − 1 = x

(
1 +

1

2
x+

1

6
x2 + · · ·

)
, |x| ≪ 1

例 1.23 计算 y =

(√
101− 10√
101 + 10

)2

.

解. 方法一: 分母有理化

y =

(√
101− 10√
101 + 10

)2

= 80801− 8040
√
101;

方法二: 分子有理化

y =

(√
101− 10√
101 + 10

)2

=
1

80801 + 8040
√
101

;

方法三: 直接将
√
101的近似值代入计算.

已知
√
101 = 10.0498756 · · · ,分别取近似值 10.04, 10.05, 10.06,计算结果如下:
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· 30 · 第一讲 预备知识

√
101 方法一 方法二 方法三

10.04 79.400 6.1911× 10−6 3.9840× 10−6

10.05 -1.0000 6.1880× 10−6 6.2189× 10−6

10.06 -81.400 6.1849× 10−6 8.9462× 10−6

精确值为 y = 6.188042227 · · · × 10−6. 由此可见,方法二能较好地避免有效数字的损失. □

例 1.24 在MATLAB中用双精度数计算 (Demo12_Significance.m)

E1 =
1− cos(x)

sin2(x)
和 E2 =

1

1 + cos(x)
.

解. 计算结果如下:

x E1 E2

1.0000000000 0.649223205204762 0.649223205204762

0.1000000000 0.501252086288577 0.501252086288571

0.0100000000 0.500012500208481 0.500012500208336

0.0010000000 0.500000124992189 0.500000125000021

0.0001000000 0.499999998627931 0.500000001250000

0.0000100000 0.500000041386852 0.500000000012500

0.0000010000 0.500044450291337 0.500000000000125

0.0000001000 0.499600361081322 0.500000000000001

0.0000000100 0.000000000000000 0.500000000000000

0.0000000010 0.000000000000000 0.500000000000000

0.0000000001 0.000000000000000 0.500000000000000

从计算结果可以看出,当 x趋于 0时,按照 E1的方式计算得到的结果显然是错误的,而按 E2方

式则能计算出很好的近似结果. □

例 1.25 计算 y = ln 2. (Demo13_ln.m)

解. 方法一: 利用 f(x) = ln(1 + x)的 Taylor展开

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 − 1

4
x4 + · · ·+ (−1)n+1

n
xn + · · · .

将 x = 1代入后计算结果为

n 1 2 3 4 5 10 50 100

Sn 1 0.5 0.833 0.583 0.783 0.646 0.683 0.688

|Sn − ln 2| 3.1E-1 1.9E-1 1.4E-1 1.1E-1 9.0E-2 4.8E-2 9.9E-3 5.0E-3
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1.3 数值计算中的误差 · 31 ·

计算到第 100项,误差仍有 0.05.

方法二: 利用 f(x) = ln
(
1 + x

1− x

)
的 Taylor展开

ln
(
1 + x

1− x

)
= 2

(
x+

1

3
x3 +

1

5
x5 + · · ·+ 1

2n− 1
x2n−1 + · · ·

)
.

将 x = 1/3代入后计算结果为

n 1 2 3 4 5 10

Sn 0.667 0.691 0.693 0.693 0.693 0.693

|Sn − ln 2| 2.6E-2 1.8E-3 1.4E-4 1.2E-5 1.1E-6 1.0E-11

计算到第 10项,误差已经小于 10−10! 实际值为 ln 2 = 0.693147180559945. □

(2)避免数量级相差很大的数相除

当两个数量级相差很大的数进行除法运算时, 可能会产生溢出, 即超出计算机所能表示的数

的范围. 特别需要注意的是,尽量不要用很小的数作为除数,否则会放大分子的误差.

- 如果两个数相除,一般情况下建议把绝对值小的数作为分子.

(3)避免大数吃小数

比如 (109 + 10−9 − 109)/10−9,在双精度环境下直接计算的话,结果为 0.

另外,在对一组数求和时,建议按照绝对值从小到大求和.

例 1.26 计算 S = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 100 + 1016. (Demo14_Sum.m)

从小到大计算,结果为

S = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 100 + 1016 = 1.0000000000005050× 1016.

从大到小计算,结果为

S = 1016 + 100 + 99 + · · ·+ 2 + 1 = 1.0000000000005100× 1016.

(4)简化计算

尽量减少运算次数,从而减少误差的积累.

例 1.27 多项式计算. 设多项式 (Demo15_Poly.m)

p(x) = 5x5 + 4x4 + 3x3 + 2x2 + 2x+ 1.

试计算 p(3)的值.

解. 如果直接计算的话,可得

p(3) = 5× 35 + 4× 34 + 3× 33 + 2× 32 + 2× 3 + 1.
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· 32 · 第一讲 预备知识

需要做 15次乘法和 5次加法.

在实际计算中,当计算 xk 时,由于前面已经计算出 xk−1,因此只需做一次乘法就可以了. 这

样整个计算过程可以减少到 9次乘法和 5次加法. 但这并不是最佳方案.

事实上,我们可以将多项式改写为

p(x) = ((((5x+ 4)x+ 3)x+ 2)x+ 2)x+ 1.

这样就只需做 5次乘法和 5次加法. 显然这是更佳的计算方案. □

- 在计算多项式的值时,我们都是将多项式改写成

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x+ a0

= ((· · · ((anx+ an−1)x+ an−2)x+ · · · )x+ a1)x+ a0.

这里利用了嵌套思想,如果直接计算的话,需要 n(n+1)
2 次乘法和 n次加法. 但如果采用秦九

韶算法的话,只需做 n次乘法和 n次加法.

这种计算方法就是著名的秦九韶算法 (1247),五百多年后,英国数学家 Horner (1819)重新

发现了该公式 [32],因此西方也称为 Horner算法.
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1.4 课后练习 · 33 ·

1.4 课后练习

练习 1.1 证明复数域上的 Cauchy-Schwartz不等式: 设 (·, ·)是 Cn上的内积,则有

|(x, y)| ≤ ∥x∥2 · ∥y∥2, ∀ x, y ∈ Cn,

并给出等式成立的条件.

练习 1.2 设 f(x) ∈ C[0, 1],计算 ∥f∥1, ∥f∥2和 ∥f∥∞.

(1) f(x) = x2; (2) f(x) = ex; (3) f(x) = x sin
π

2
x.

练习 1.3 (定理 1.9)证明:

(1) ∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤
√
n ∥x∥2 ,

(2) ∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ≤ n ∥x∥∞ ,

(3) ∥x∥∞ ≤ ∥x∥2 ≤
√
n ∥x∥∞ .

练习 1.4 证明:

(1) ∥A∥1 = max
1≤j≤n

(
n∑

i=1

|aij |

)
; (2) ∥A∥2 = sup

x ̸=0, y ̸=0

y
⊺
Ax

∥x∥2∥y∥2
.

练习 1.5 设矩阵 A =


5 −4 2

−4 5 −2
2 −2 1

 .计算 ∥A∥1, ∥A∥2, ∥A∥∞, ∥A∥F .

练习 1.6 证明:

(1)对任意的算子范数 ∥ · ∥,有 ∥I∥ = 1;

(2)对任意的相容矩阵范数 ∥ · ∥,有 ∥I∥ ≥ 1.

练习 1.7 证明:

(1)
1√
n
∥A∥F ≤ ∥A∥1 ≤

√
n∥A∥F ;

(2) ∥A∥2 ≤ ∥A∥F ≤
√
n∥A∥2 ;

(3) ∥A∥22 ≤ ∥A∥1 · ∥A∥∞ .

练习 1.8 设 Ak 是 A ∈ Rn×n的 k阶子矩阵 (k ≤ n). 证明: ∥Ak∥p ≤ ∥A∥p.

练习 1.9 设 ∥ · ∥是 Rm空间上的一个向量范数, A ∈ Rm×n,且 rank(A) = n.

证明: ∥x∥A ≜ ∥Ax∥是一个向量范数.

练习 1.10∗设 ∥ · ∥是 Rn空间上的一个向量范数. 证明: ∥A−1∥−1 = min
∥x∥=1

∥Ax∥.

练习 1.11∗设 A ∈ Rn×n. 试证明对任意矩阵范数都有 ρ(A) ≤ ∥A∥.

练习 1.12 (定理 1.4)证明: A ∈ Cn×n 正定 (半正定)的充要条件是矩阵 H =
1

2
(A + A∗)正定 (半

正定).

练习 1.13 (定理 1.5) 证明: A ∈ Rn×n 正定 (半正定) 的充要条件是对任意非零向量 x ∈ Rn 有

x
⊺
Ax > 0 (x⊺Ax ≥ 0).

练习 1.14 设 A ∈ Rn×n正定,证明: A可逆,且 A−1也正定.
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· 34 · 第一讲 预备知识

练习 1.15 设 A = [aij ] ∈ Rn×n对称正定,证明: 当 i ̸= j 时有 a2ij < aiiajj .

练习 1.16 设 A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×m,证明: tr(AB) = tr(BA).

练习 1.17 设 a ∈ R,证明:

1 −a
1 −a

. . . . . .
. . . −a

1



−1

=



1 a a2 · · · an−1

1 a
. . .

...
. . . . . . a2

. . . a

1


.

练习 1.18∗设 B ∈ Rm×n (m ≤ n)是满秩矩阵, C ∈ Rm×m是对称半正定矩阵. 试证明:

B
⊺
(BB

⊺
)−1B −B⊺

(C +BB
⊺
)−1B

是对称半正定的.

练习 1.19∗ 设 P 是置换矩阵, 证明: P 可以表示为一系列初等置换矩阵 (即交换单位矩阵的两行

或两列所得到的矩阵)的乘积. 在什么条件下,有 P
⊺
= P .

练习 1.20∗设 A ∈ Rn×n是对称正定矩阵,证明

f(x, y) ≜ y
⊺
Ax

是 Rn 上的一个内积. 反之, 设 (·, ·) 是 Rn 上的一个内积, 证明: 存在一个对称正定矩阵

A ∈ Rn×n使得

(x, y) = y
⊺
Ax.

练习 1.21 设 f(x) = xn, x > 0. 由于在输入数据 x时会带有一定的误差,所以计算函数值时也会

有误差. 设 x的相对误差限为 δ,计算 f(x)的相对误差限.

练习 1.22 分别用 x1 =
22

7
和 x2 =

355

113
作为 π = 3.1415926535 · · · 的近似值,各有几位有效数字?

练习 1.23 设 x̃1 = 3.1和 x̃2 = 0.7都是四舍五入后得到得近似值,试估计 x̃1 + x̃2, x̃1x̃2 和 x̃1/x̃2

的误差.

练习 1.24 计算立方体的体积, 要使相对误差限不超过 0.5%, 问边长 a所允许的相对误差限是多

少?

练习 1.25 求方程
1

2
x2 − 10x+

1

2
= 0的两个根,要求至少保留 3位有效数字. (取

√
11 ≈ 3.32)
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本讲主要介绍如何求解下面的线性方程组

Ax = b, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn. (2.1)

在自然科学和工程技术的实际应用中, 很多问题的解决最终都归结为求解一个或多个线性方程

组. 目前求解线性方程组的方法可以分为两大类: 直接法和迭代法. 本讲主要介绍直接法. 直接法

具有良好的稳定性和健壮性,是当前求解中小规模线性方程组的首选方法,同时也是求解某些具

有特殊结构的大规模线性方程组的主要方法.

在本章中,我们总是假定系数矩阵 A是非奇异的,即线性方程组 (2.1)的解存在且唯一.

关于直接法的相关参考文献

[1] G. H. Golub and C. F. Van Loan, Matrix Computations, 4th, 2013 [21]

[2] I. S. Duff, A. M. Erisman and J. K. Reid, Direct Methods for Sparse Matrices, 2nd, 2017 [15]

[3] T. A. Davis, Direct Methods for Sparse Linear Systems, SIAM, 2006 [10]

文献 [2,3]主要是介绍大规模稀疏线性方程组的直接解法.

2.1 Gauss消去法

Gauss消去法的基本思想是消元. 早在 2000年前,中国古代学者就提出了消元思想（记载在

公元初《九章算术》方程章中）,后来 Newton, Lagrange, Gauss, Jacobi等都对此做过研究 [22, 54].

我们目前采用的算法描述方式是十九世纪三十年代后期才形成的.

首先看一个例子.

例 2.1 求解下面的线性方程组 
x1 − 2x2 + 2x3 = −2

2x1 − 3x2 − 3x3 = 4

4x1 + x2 + 6x3 = 3.

解. 利用 Gauss消去法求解: 先写出增广矩阵,然后通过初等变换将其转换为阶梯形,最后通过
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回代求解. 具体过程可写为
1 −2 2 − 2

2 −3 −3 4

4 1 6 3


2⃝− 1⃝×2

3⃝− 1⃝×4−−−−−−→


1 −2 2 −2
0 1 −7 8

0 9 −2 11

 3⃝− 2⃝×9−−−−−−→


1 −2 2 −2
0 1 −7 8

0 0 61 −61


通过回代求解可得 

x3 = −1,

x2 = 8 + 7x3 = 1,

x1 = −2 + 2x2 − 2x3 = 2.

□

将以上的做法推广到一般线性方程 Ax = b,即

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

高斯消去法的主要思路: 将系数矩阵 A化为上三角矩阵,然后回代求解:

- 高斯消去法是求解线性方程组的经典算法,也是当前求解中小规模线性方程组的首选方法,

它在当代数学中有着非常重要的地位和价值, 是线性代数的重要组成部分. 高斯消去法除

了用于线性方程组求解外,还可用于计算矩阵行列式、求矩阵的秩、计算矩阵的逆等.

2.1.1 Gauss消去过程

本小节给出 Gauss消去过程的详细执行过程,写出相应算法,并编程实现. 记增广矩阵

A(1) =


a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a(1)1n b

(1)
1

a
(1)
21 a

(1)
22 · · · a(1)2n b

(1)
2

...
...

. . .
...

...

a
(1)
n1 a

(1)
n2 · · · a

(1)
nn b

(1)
n

 ,
其中

a
(1)
ij = aij , b

(1)
i = bi, i, j = 1, 2, . . . , n.

第 1步: 消第 1列.

设 a
(1)
11 ̸= 0 ,计算 li1 =

a
(1)
i1

a
(1)
11

, i = 2, 3, . . . , n. 对增广矩阵 A(1) 进行 n − 1次初等变换,即
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2.1 Gauss消去法 · 37 ·

依次将 A(1)的第 i行 (i > 1)减去第 1行的 li1倍,将新得到的矩阵记为 A(2),即

A(2) =


a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a(1)1n b

(1)
1

a
(2)
22 · · · a(2)2n b

(2)
2

...
. . .

...
...

a
(2)
n2 · · · a

(2)
nn b

(2)
n

 ,
其中

a
(2)
ij = a

(1)
ij − li1a

(1)
1j , b

(2)
i = b

(1)
i − li1b

(1)
1 , i, j = 2, 3, . . . , n.

第 2步: 消第 2列.

设 a
(2)
22 ̸= 0 ,计算 li2 =

a
(2)
i2

a
(2)
22

, i = 3, 4, . . . , n. 依次将 A(2) 的第 i行 (i > 2)减去第 2行的

li2倍,将新得到的矩阵记为 A(3),即

A(3) =



a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 · · · a(1)1n b

(1)
1

a
(2)
22 a

(2)
23 · · · a(2)2n b

(2)
2

a
(3)
33 · · · a(3)3n b

(3)
3

...
. . .

...
...

a
(3)
n3 · · · a

(3)
nn b

(3)
n


,

其中

a
(3)
ij = a

(2)
ij − li2a

(2)
2j , b

(3)
i = b

(2)
i − li2b

(2)
2 , i, j = 3, 4, . . . , n.

依此类推, 经过 k − 1步后,可得新矩阵 A(k):

A(k) =



a
(1)
11 · · · a(1)1k · · · a(1)1n b

(1)
1

. . .
...

...
...

a
(k)
kk · · · a(k)kn b

(k)
k

...
. . .

...
...

a
(k)
nk · · · a

(k)
nn b

(k)
n


, (2.2)

第 k步: 消第 k列.

设 a
(k)
kk ̸= 0 ,计算 lik =

a
(k)
ik

a
(k)
kk

, i = k + 1, k + 2, . . . , n. 依次将 A(k)的第 i行 (i > k)减去第

k行的 lik 倍,将新得到的矩阵记为 A(k+1),矩阵元素的更新公式为

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij − lika

(k)
kj , b

(k+1)
i = b

(k)
i − likb

(k)
k , i, j = k + 1, k + 2, . . . , n. (2.3)

依此类推,经过 n− 1步后, 即可得到一个上三角矩阵 A(n):

A(n) =


a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a(1)1n b

(1)
1

a
(2)
22 · · · a(2)2n b

(2)
2

. . .
...

...

a
(n)
nn b

(n)
n

 .
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· 38 · 第二讲 线性方程组直接解法

最后,回代求解

xn =
b
(n)
n

a
(n)
nn

, xi =
1

a
(i)
ii

b(i)i −
n∑

j=i+1

a
(i)
ij xj

 , i = n− 1, n− 2, . . . , 1.

以上就是 Gauss消去法的整个计算过程.

- 由上面的计算过程可知, Gauss消去法能顺利进行下去的充要条件是 a
(k)
kk ̸= 0, k = 1, 2, . . . , n,

这些元素被称为主元.

定理 2.1 设 A ∈ Rn×n,则所有主元 a
(k)
kk 都不为零的充要条件是 A的所有顺序主子式都不为零,

即

D1 ≜ a11 ̸= 0, Dk ≜ det



a11 · · · a1k
...

. . .
...

ak1 · · · akk


 ̸= 0, k = 2, 3, . . . , n.

- 事实上,如果 A的所有顺序主子式都不为零,则

a
(1)
11 = D1, a

(k)
kk =

Dk

Dk−1
, k = 2, 3, . . . , n.

推论 2.2 Gauss消去法能顺利完成的充要条件是 A的所有顺序主子式都不为零.

2.1.2 运算量统计

下面统计整个 Gauss消去法的乘除运算的次数.

在第 k步中,我们需要计算

lik = a
(k)
ik /a

(k)
kk , i = k + 1, . . . , n → n− k次

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij − lika

(k)
kj , i, j = k + 1, . . . , n → (n− k)2次

b
(k+1)
i = b

(k)
i − likb

(k)
k , i = k + 1, . . . , n → n− k次

所以整个消去过程的乘除运算为
n−1∑
k=1

(
2(n− k) + (n− k)2

)
=

n−1∑
ℓ=1

(
2ℓ+ ℓ2

)
= n(n− 1) +

n(n− 1)(2n− 3)

6
.

回代求解过程的乘除运算为

1 +
n−1∑
i=1

(n− i+ 1) =
n(n+ 1)

2
.

所以整个 Gauss消去法的乘除运算为
n3

3
+ n2 − n

3
.

同理,也可统计出 Gauss消去法中的加减运算次数为
n3

3
+
n2

2
− 5n

6
.
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2.1 Gauss消去法 · 39 ·

把加减乘除运算合在一起,则为

2n3

3
+

3n2

2
− 7n

6
=

2n3

3
+O(n2) .

- 评价算法的一个重要指标是执行时间,但这依赖于计算机硬件和编程技巧等,因此直接给

出算法执行时间是不太现实的. 所以我们通常是统计算法中算术运算 (加减乘除) 的次数.

在数值算法中,大多仅仅涉及加减乘除和开方运算. 一般情况下,加减运算次数与乘法运算

次数具有相同的量级,而除法运算和开方运算次数具有更低的量级.

- 为了尽可能地减少运算量,在实际计算中,数,向量和矩阵做乘法运算时的先后执行次序为:

先计算数与向量的乘法,然后计算矩阵与向量的乘法,最后才计算矩阵与矩阵的乘法. 比如

计算 αABx, 其中 α 是数, A,B 是矩阵, x 是向量, 如果按照从左往右计算的话, 则运算量

为 O(n3),但是如果先计算 αx,然后计算 B(αx),最后再计算 A(B(αx))的话,运算量则为

O(n2),相差一个量级.
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· 40 · 第二讲 线性方程组直接解法

2.2 矩阵分解法

2.2.1 矩阵 LU分解

换个角度看 Gauss消去过程: 每次都是做矩阵初等变换, 因此也可理解为不断地左乘初等矩

阵. 将所有这些初等矩阵的乘积记为 L̃,则可得 L̃A = U ,其中 U 是上三角矩阵. 记 L ≜ L̃−1,则

A = LU,

这就是有名的矩阵 LU分解.

矩阵分解

矩阵分解, 即将一个较复杂的矩阵分解成若干具有简单结构的矩阵的乘积, 是矩阵计算中的

一个很重要的技术. 通过矩阵分解, 可以将原本复杂的问题转化为若干个相对简单的问题.

这也是我们在实际生活中解决问题的一个基本思想.

假定 Gauss消去过程能顺利进行,那么 U 一定是一个非奇异上三角矩阵. 下面我们研究 L具

有什么样的特殊结构或者特殊性质.

考察第 k步的情形,即 A(k+1)与 A(k)之间的关系式. 为了讨论方便,我们这里的记号 A(k)仅

表示增广矩阵 (2.2)的前 n列,即只包含矩阵部分,右端项不再包含在里面. 通过观察,由 Gauss消

去过程更新公式 (2.3)可得

A(k+1) = LkA
(k) ,

其中

Lk =



1
. . .

1

−lk+1,k 1
...

. . .

−ln,k 1


, lik =

a
(k)
ik

a
(k)
kk

, i = k + 1, k + 2, . . . , n. (2.4)

令 k = 1, 2, . . . , n− 1,并将所有 Gauss消去过程结合在一起即可得

A(n) = Ln−1Ln−2 · · ·L1A
(1),

即

A = A(1) = (Ln−1Ln−2 · · ·L1)
−1A(n).
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2.2 矩阵分解法 · 41 ·

引理 2.3 下面两个等式成立:

L−1
k =



1
. . .

1

lk+1,k 1
...

. . .

ln,k 1


, L−1

1 L−1
2 · · ·L

−1
n−1 =



1

l21 1

l31 l32 1

l41 l42 l43 1
...

...
...

. . .

ln1 ln2 ln3 · · · ln,n−1 1


.

(留作练习)

记 L ≜ L−1
1 L−1

2 · · ·L
−1
n−1, U ≜ A(n),则

A = LU. (2.5)

由引理 2.3可知 L是单位下三角矩阵, U 是非奇异上三角矩阵.

由推论 2.2可知,如果A的所有顺序主子式都不为零,则Gauss消去过程能顺利进行,因此 LU

分解 (2.5)也存在. 事实上,我们有下面的结论.

定理 2.4 (LU分解的存在性和唯一性) 设 A ∈ Rn×n,则存在唯一的单位下三角矩阵 L和非奇异

上三角矩阵 U ,使得 A = LU 的充要条件是 A的所有顺序主子矩阵 Ak = A(1 : k, 1 : k)都非奇

异, k = 1, 2, . . . , n. (板书)

证明. 必要性: 设 A11是 A的 k阶顺序主子矩阵,将 A = LU 写成分块形式[
A11 A12

A21 A22

]
=

[
L11 0

L21 L22

][
U11 U12

0 U22

]
=

[
L11U11 L11U12

L21U11 L21U12 + L22U22

]
.

可得 A11 = L11U11. 由于 L11和 U11均非奇异,所以 A11也非奇异.

充分性: 用归纳法.

当 n = 1时,结论显然成立.

假设结论对 n− 1阶矩阵都成立,即对任意 n− 1阶矩阵,如果其所有的顺序主子矩阵都非奇

异,则存在 LU分解.

考虑 n阶的矩阵 A,写成分块形式

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
,

其中 A11 ∈ R(n−1)×(n−1) 是 A的 n − 1阶顺序主子矩阵. 由归纳假设可知, A11 存在 LU分解,即

存在单位下三角矩阵 L11和非奇异上三角矩阵 U11使得

A11 = L11U11.

令

L21 = A21U
−1
11 , U12 = L−1

11 A12, U22 = A22 − L21U12,

则

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
=

[
L11U11 L11U12

L21U11 U22 + L21U12

]
=

[
L11 0

L21 1

][
U11 U12

0 U22

]
≜ LU.
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· 42 · 第二讲 线性方程组直接解法

易知 U 非奇异,所以 A存在 LU分解.

下面证明唯一性. 设 A存在两个不同的 LU分解:

A = LU = L̃Ũ ,

其中 L和 L̃为单位下三角矩阵, U 和 Ũ 为非奇异上三角矩阵. 则有

L−1L̃ = UŨ−1,

该等式左边为下三角矩阵,右边为上三角矩阵,所以只能是对角矩阵. 由于单位下三角矩阵的逆仍

然是单位下三角矩阵,所以 L−1L̃的对角线元素全是 1,故

L−1L̃ = I,

即 L̃ = L, Ũ = U .

由归纳法可知,结论成立. □

用 LU分解求解线性方程组

如果 A存在 LU分解,则 Ax = b可写为 LUx = b,因此就等价于求解下面两个方程组Ly = b,

Ux = y.

由于 L是单位下三角, U 是非奇异上三角,因此上面的两个方程组都非常容易求解.

LU分解的算法实现

将上面的 LU分解过程写成算法,描述如下:

算法 2.1. LU分解

1: Set L = I , U = 0 %将 L设为单位矩阵, U 设为零矩阵

2: for k = 1 to n− 1 do

3: for i = k to n do

4: uki = aki %计算 U 的第 k行

5: end for

6: for i = k + 1 to n do

7: lik = aik/akk %计算 L的第 k列

8: for j = k + 1 to n do

9: aij = aij − likukj %更新 A(k + 1 : n, k + 1 : n)

10: end for

11: end for

12: end for
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- LU分解有时也称为 Doolittle分解,除了上面的实现方式外,也可以通过待定系数法计算.

矩阵 L和 U 的存储

当 A的第 i列 (严格下三角部分)被用于计算 L的第 i列后,在后面的计算中不再被使用. 而

A的第 i行 (上三角部分)更新后就是 U 的第 i行. 因此,为了节省存储空间,我们可以在计算过程

中将 L的第 i列存放在 A的第 i列 (严格下三角部分, L的对角线全部为 1,不需要存储),将 U 的

第 i行存放在 A的第 i行 (上三角部分),这样就不需要另外分配空间存储 L和 U . 计算结束后, A

的上三角部分为 U ,其严格下三角部分为 L的绝对下三角部分.

这样,算法就更简洁高效,描述如下.

算法 2.2. LU分解 (用 A存储 L和 U )

1: for k = 1 to n− 1 do

2: for i = k + 1 to n do

3: aik = aik/akk

4: for j = k + 1 to n do

5: aij = aij − aikakj
6: end for

7: end for

8: end for

2.2.2 列主元 Gauss消去法与 PLU分解

我们知道,只要系数矩阵 A非奇异,则线性方程组就存在唯一解. 但在 Gauss消去法的计算过

程中,可能会出现主元为零的情形,此时算法就进行不下去.

例 2.2 求解线性方程组 Ax = b,其中 A =

[
0 1

1 0

]
, b =

[
1

1

]
.

由于主元 a11 = 0,因此 Gauss消去法无法顺利进行下去.

在实际计算中,即使主元都不为零,但如果主元的值很小,由于舍入误差的原因,也可能会给

计算结果带来很大的误差.

例 2.3 求解线性方程组 Ax = b,其中 A =

[
0.02 61.3

3.43 −8.5

]
, b =

[
61.5

25.8

]
,要求在运算过程中保留 3

位有效数字.

解. 根据 LU分解算法 2.1,我们可得

l11 = 1.00, l21 = a21/a11 ≈ 1.72× 102, l22 = 1.00,

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

· 44 · 第二讲 线性方程组直接解法

u11 = a11 = 2.00× 10−2, u12 = a12 = 6.13× 10,

u22 = a22 − l21u12 ≈ −8.5− 1.05× 104 ≈ −1.05× 104,

即

A ≈

[
1.00 0

1.72× 102 1.00

][
2.00× 10−2 6.12× 10

0 −1.05× 104

]
.

解方程组 Ly = b可得

y1 = 6.15× 10, y2 = b2 − l21y1 ≈ −1.06× 104.

解方程组 Ux = y可得

x2 = y2/u22 ≈ 1.01, x1 = (y1 − u12x2)/u11 ≈ −0.413/u11 ≈ −20.7

易知,方程的精确解为 x1 = 10.0和 x2 = 1.00. 我们发现 x1 的误差非常大. 导致这个问题的原

因就是 |a11|太小,用它做主元时会放大舍入误差. □

解决上面问题的一个有效方法就是选主元. 具体做法就是,在执行 LU分解的第 k步之前,插

入下面的选主元过程.

1⃝选取列主元 :
∣∣∣a(k)ik,k

∣∣∣ = max
k≤i≤n

{∣∣∣a(k)i,k

∣∣∣}
2⃝交换: 如果 ik ̸= k,则交换第 k行与第 ik 行

也就是说,在执行第 k 步时,先在 A(k) 中第 k 列的第 k 至 n的元素中选取绝对值最大的元素,如

下图所示 

a
(1)
11 · · · a(1)1k · · · a(1)1n

. . .
...

...

a
(k)
kk · · · a(k)kn
...

. . .
...

a
(k)
nk · · · a

(k)
nn


.

假定绝对值最大的元素在第 ik 行 (ik ≥ k),如果 ik = k,则 a
(k)
kk 就是主元,此时不用做任何变动,

否则的话,就交换第 k行和第 ik 行,此时主元就是 a
(k)
ik,k

.

上面选出的 a
(k)
ik,k
就称为列主元. 加入这个选主元过程后,就不会出现主元为零的情形 (除非

A是奇异的). 由此, Gauss消去法就不会失效. 这种带选主元的 Gauss消去法就称为列主元 Gauss

消去法或部分选主元 Gauss消去法 (Gaussian Elimination with Partial Pivoting, GEPP).

下面给出列主元 Gauss消去法的完整算法,其中 L存放在 A的下三角部分, U 存放在 A的上

三角部分.

算法 2.3. 列主元 Gauss消去法

1: for k = 1 to n− 1 do

2: aik,k = maxk≤i≤n |ai,k| %选列主元

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

2.2 矩阵分解法 · 45 ·

3: if ik ̸= k then

4: for j = 1 to n do

5: atmp = aik,j , aik,j = ak,j , ak,j = atmp %交换 A的第 ik行与第 k行

6: end for

7: btmp = bik , bik = bk, bk = btmp %交换 b的第 ik与第 k个分量

8: end if

9: for i = k + 1 to n do

10: aik = aik/akk %计算 L的第 i列

11: for j = k + 1 to n do

12: aij = aij − aikakj %更新 A(k + 1 : n, k + 1 : n)

13: end for

14: bi = bi − aikbk
15: end for

16: end for

17: xn = bn/ann %向后回代求解Ux = y

18: for i = n− 1 to 1 do

19: for j = i+ 1 to n do

20: bi = bi − aijxj
21: end for

22: xi = bi/aii

23: end for

列主元 Gauss消去法对应的矩阵分解称为列主元 LU分解,记为 PLU .

定理 2.5 (列主元 LU分解, PLU) 若矩阵 A ∈ Rn×n非奇异,则存在置换矩阵 P ,使得

PA = LU, (2.6)

其中 L为单位下三角矩阵, U 为上三角矩阵. (板书)

证明. 用归纳法.

当 n = 1时,取 P = 1, U = A即可.

假设结论对 n− 1成立.

设 A ∈ Rn×n是 n阶非奇异矩阵,则 A的第一列至少存在一个非零元,取置换矩阵 P1使得

P1A =

[
a11 A12

A21 A22

]
,

其中 a11 ̸= 0, A22 ∈ R(n−1)×(n−1). 记

u11 = a11, U12 = A12, L21 = A21/a11, U22 = A22 − L21U12.

则有 [
1 0

L21 I

][
u11 U12

0 U22

]
=

[
a11 A12

A21 A22

]
= P1A.
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两边取行列式可得

0 ̸= det(P1A) = det

([
1 0

L21 I

])
· det

([
u11 U12

0 U22

])
= a11 · det(U22).

所以 det(U22) ̸= 0,即 U22 ∈ R(n−1)×(n−1)非奇异. 由归纳假设可知,存在置换矩阵 P̃1使得

P̃1U22 = L̃22Ũ22 或 U22 = P̃
⊺
1 L̃22Ũ22,

其中 L̃22为单位下三角矩阵, Ũ22为非奇异上三角矩阵. 取

P =

[
1 0

0 P̃1

]
P1,

则有

PA =

[
1 0

0 P̃1

][
1 0

L21 I

][
u11 U12

0 U22

]

=

[
1 0

P̃1L21 P̃1

][
u11 U12

0 P̃
⊺
1 L̃22Ũ22

]

=

[
1 0

P̃1L21 P̃1

][
1 0

0 P̃
⊺
1 L̃22

][
u11 U12

0 Ũ22

]

=

[
1 0

P̃1L21 L̃22

][
u11 U12

0 Ũ22

]
≜ LU,

其中 L为单位下三角矩阵, U 为非奇异上三角矩阵. 由归纳法可知,结论成立. □

得到 A的 PLU分解 (2.6)后,线性方程组 Ax = b就等价于下面两个三角线性方程组:

Ly = Pb, Ux = y.

例 2.4 用部分选主元 LU分解求解线性方程组 Ax = b,其中 A =

[
0.02 61.3

3.43 −8.5

]
, b =

[
61.5

25.8

]
,要

求在运算过程中保留 3位有效数字. (板书)

解. 由于 |a21| > |a11|, 根据部分选主元 LU 分解算法, 我们需要将第一行与第二行交换, 即取

P =

[
0 1

1 0

]
,然后计算 Ã = PA =

[
3.43 −8.5
0.02 61.3

]
的 LU分解,即令

Ã = LU =

[
1 0

l21 1

][
u11 u12

0 u22

]
.

直接比较等式两边可得

u11 = ã11 = 3.43, u12 = ã12 = −8.5,

l21 = ã21/u11 ≈ 5.83× 10−3,

u22 = ã22 − l21u12 ≈ 61.3 + 0.0496 ≈ 61.3,

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

2.2 矩阵分解法 · 47 ·

即

PA ≈

[
1.00 0

5.83× 10−3 1.00

][
3.43 −8.50
0 61.3

]
.

解方程组 Ly = Pb可得

y1 = 25.8, y2 ≈ 61.2.

解方程组 Ux = y可得

x2 = y2/u22 ≈ 0.998, x1 = (y1 − u12x2)/u11 ≈ 10.0.

所以,数值解具有 3位有效数字. (精确解为 x1 = 10, x2 = 1) □

- 列主元 Gauss消去法比普通 Gauss消去法要多做一些比较运算,但列主元 Gauss消去法

(1)对系数矩阵要求低,只需非奇异即可; (2)比普通 Gauss消去法稳定.

- 列主元 Gauss消去法是当前求解线性方程组的直接法中的首选算法.

列主元 LU分解的算法实现

设

PA = LU,

其中 P 是一个置换矩阵. 因此, PA就相当于对 A的行进行了重新排列. 为了节省存储量,我们并

不存储这个置换矩阵,而只是用一个向量来表示这个重新排列. 我们将这个向量记为 p,其元素是

{1, 2, . . . , n}的一个重排列. 比如 p = [1, 3, 2]表示交换矩阵的第 2行和第 3行,而 p = [2, 3, 1]则

表示将矩阵的第 2行移到最前面,将第 3行移到第 2行,将第 1行移到最后.

易知,在计算过程中, p的初始值为 p = [1, 2, . . . , n]. 在选列主元的过程中,如果出现行交换,

即交换第 ik 行和第 k行,则需要相应地交换 p的第 ik 位置和第 k位置上的值. 具体算法如下.

算法 2.4. PLU:列主元 LU分解或部分选主元 LU分解

1: p = [1, 2, . . . , n] %用于记录置换矩阵

2: for k = 1 to n− 1 do

3: aik,k = maxk≤i≤n |ai,k| %选列主元

4: if ik ̸= k then

5: for j = 1 to n do

6: atmp = aik,j , aik,j = ak,j , ak,j = atmp %交换 A的第 ik行与第 k行

7: end for

8: ptmp = pik , pik = pk, pk = ptmp %更新置换矩阵

9: end if

10: for i = k + 1 to n do

11: aik = aik/akk %计算 L的第 i列
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12: for j = k + 1 to n do

13: aij = aij − aikaij %更新 A(k + 1 : n, k + 1 : n)

14: end for

15: end for

16: end for

将求解两个三角线性方程组结合起来,就得到完整的求解过程.

算法 2.5. PLU分解求解线性方程组

1: 计算 A的 PLU分解 (此处省略,可参见算法 2.4)

2: y1 = bp1 %向前回代求解Ly = Pb

3: for i = 2 to n do

4: for j = 1 to i− 1 do

5: bpi = bpi − aijyj
6: end for

7: yi = bpi

8: end for

9: xn = bpn/ann %向后回代求解Ux = y

10: for i = n− 1 to 1 do

11: for j = i+ 1 to n do

12: yi = yi − aijxj
13: end for

14: xi = yi/aii

15: end for

- 算法 2.5可用于计算矩阵的逆,也可用于计算矩阵的行列式.

全主元 Gauss消去法

在列主元 Gauss 消去法中, 我们只在某一列中进行选主元, 比如第 k 步时的第 k 列 A(k)(k :

n, k). 事实上, 我们也可以在剩余的子矩阵中选取主元, 以获得更好的稳定性, 即在第 k 步时, 在

A(k)(k : n, k : n)中选取绝对值最大的元素作为主元. 此时可能需要同时做行交换和列交换,以便

将主元移到 (k, k)位置.

1⃝选取全主元 : |a(k)ik,jk
| = max

k≤i,j≤n

{
|a(k)i,j |

}
2⃝行交换: 如果 ik ̸= k,则交换第 k行与第 ik 行

3⃝列交换: 如果 jk ̸= k,则交换第 k列与第 jk 列

全主元高斯消去法具有更好的稳定性,但很费时,在实际计算中一般很少采用.
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其他类似分解

除了 LU分解外,常用的还有 Crout分解,即

A = L̃Ũ ,

其中 L̃为非奇异下三角矩阵, Ũ 为单位上三角矩阵.

另外还有 LDR分解,即

A = LDR,

其中 L为单位下三角矩阵, R为单位上三角矩阵, D为对角矩阵.

以上两种分解与 LU分解在本质上没有任何区别,在实际计算中可以根据需要选择其中的一

种.

2.2.3 Cholesky分解与平方根法

前面讨论的是一般线性方程组, 并没有考虑系数矩阵的特殊结构. 如果 A是对称正定的, 则

可以得到更加简洁高效的方法.

定理 2.6 (Cholesky分解) 设 A ∈ Rn×n 对称正定,则存在唯一的对角线元素全为正的下三角矩

阵 L,使得

A = LL
⊺
.

该分解称为 Cholesky分解. (板书)

证明. 首先证明存在性,我们用数学归纳法来构造矩阵 L.

当 n = 1时,由 A的对称正定性可知 a11 > 0. 取 l11 =
√
a11即可.

假定结论对所有不超过 n− 1阶的对称正定矩阵都成立. 设 A ∈ Rn×n是 n阶对称正定,则 A

可分解为

A =

[
a11 A12

A
⊺
12 A22

]
=

[ √
a11 0

1√
a11
A
⊺
12 I

][
1 0

0 Ã22

][ √
a11 0

1√
a11
A
⊺
12 I

]⊺
,

其中 Ã22 = A22 − A⊺
12A12/a11. 易知,

[
1 0

0 Ã22

]
对称正定,故 Ã22 是 n − 1阶对称正定矩阵. 根据

归纳假设,存在唯一的对角线元素为正的下三角矩阵 L̃,使得 Ã22 = L̃L̃
⊺. 令

L =

[ √
a11 0

1√
a11
A
⊺
12 I

][
1 0

0 L̃

]
=

[ √
a11 0

1√
a11
A
⊺
12 L̃

]
.

易知, L是对角线元素均为正的下三角矩阵,且

LL
⊺
=

[ √
a11 0

1√
a11
A
⊺
12 I

][
1 0

0 L̃

][
1 0

0 L̃
⊺

][ √
a11 0

1√
a11
A
⊺
12 I

]⊺
= A.

由归纳法可知,对任意对称正定实矩阵 A,都存在一个对角线元素为正的下三角矩阵 L,使得

A = LL
⊺
.

唯一性可以采用反证法,留做练习. □
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- Cholesky分解仅针对对称正定矩阵成立.

如何计算 Cholesky分解

我们使用待定系数法. 设

A = LL
⊺ 即


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

 =


l11

l21 l22
...

...
. . .

ln1 ln2 · · · lnn




l11 l21 · · · ln1

l22 · · · ln2
. . .

...

ln,n

 .
直接比较等式两边的元素,可得一般公式

aij =
n∑

k=1

likljk =

j−1∑
k=1

likljk + ljjlij , j = 1, 2, . . . , n, i = j, j + 1, . . . , n.

由此可得计算公式
ljj =

(
ajj −

j−1∑
k=1

l2jk

) 1
2

,

lij =
1

ljj

(
aij −

j−1∑
k=1

likljk

)
, j = 1, 2, . . . , n, i = j, j + 1, . . . , n.

根据这个公式即可得下面的算法描述.

1: for j = 1 to n do

2: ljj =

(
ajj −

j−1∑
k=1

l2jk

) 1
2

%先计算对角线元素

3: for i = j + 1 to n do

4: lij =

(
aij −

j−1∑
k=1

likljk

)
/ljj %计算 L的第 j 列

5: end for

6: end for

实际计算时我们可以将 L存放在 A的下三角部分,具体算法如下.

算法 2.6. Cholesky分解

1: for j = 1 to n do

2: for k = 1 to j − 1 do

3: ajj = ajj − a2jk
4: end for

5: ajj =
√
ajj

6: for i = j + 1 to n do

7: for k = 1 to j − 1 do
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8: aij = aij − aikajk
9: end for

10: aij = aij/ajj

11: end for

12: end for

- Cholesky分解算法的加减乘除运算量为
1

3
n3+O(n2),大约为 LU分解的一半. 另外, Cholesky

分解算法是稳定的 (稳定性与全主元 Gauss消去法相当),因此不需要选主元.

利用 Cholesky分解求解线性方程组的方法就称为平方根法,具体描述如下:

算法 2.7. 平方根法: Cholesky分解求解线性方程组

1: 计算 Cholesky分解 (此处省略,参见算法 2.6)

2: y1 = b1/a11 %向前回代求解Ly = b

3: for i = 2 to n do

4: for j = 1 to i− 1 do

5: bi = bi − aijyj
6: end for

7: yi = bi/aii

8: end for

9: xn = bn/ann %向后回代求解L
⊺
x = y

10: for i = n− 1 to 1 do

11: for j = i+ 1 to n do

12: yi = yi − ajixj
13: end for

14: xi = yi/aii

15: end for
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LDL⊺分解与改进的平方根法

在 Cholesky分解中,需要计算平方根. 为了避免计算平方根,我们可以采用改进的 Cholesky分

解,即

A = LDL
⊺
,

其中 L是单位下三角矩阵, D 是对角线元素全为正的对角矩阵. 这个分解也称为 LDL⊺ 分解. 由

待定系数法,设

A = LDL
⊺
=


1

l21 1
...

. . . . . .

ln1 · · · ln,n−1 1




d1

d2
. . .

dn




1 l21 · · · ln1

1
. . .

...
. . . ln,n−1

1

 ,
比较等式两边的元素,可得

aij = djlij +

j−1∑
k=1

likdkljk, j = 1, 2, . . . , n, i = j + 1, j + 2, . . . , n.

由此可得计算公式

1: for j = 1 to n do

2: dj = ajj −
j−1∑
k=1

dkl
2
jk %先计算 D的对角线元素

3: for i = j + 1 to n do

4: lij =

(
aij −

j−1∑
k=1

dklikljk

)
/dj %计算 L的第 j 列

5: end for

6: end for

基于以上分解的求解对称正定线性方程组的算法就称为改进的平方根法,描述如下 (将 L存

放在 A的下三角部分, D存放在 A的对角部分).

算法 2.8. 改进的平方根法

1: for j = 1 to n do

2: for k = 1 to j − 1 do

3: ajj = ajj − a2jkakk
4: end for

5: for i = j + 1 to n do

6: for k = 1 to j − 1 do

7: aij = aij − aikakkajk
8: end for

9: aij = aij/ajj

10: end for
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11: end for

12: y1 = b1 %向前回代求解Ly = b

13: for i = 2 to n do

14: for j = 1 to i− 1 do

15: bi = bi − aijyj
16: end for

17: yi = bi

18: end for

19: xn = bn/ann %向后回代求解DL
⊺
x = y

20: for i = n− 1 to 1 do

21: xi = yi/aii

22: for j = i+ 1 to n do

23: xi = xi − ajixj
24: end for

25: end for

对于对称正定矩阵,其对应的 LDL⊺ 分解中的 D的对角线元素都是正的,如果允许其对角线

元素出现负数,则可得下面的结论.

定理 2.7 若 A ∈ Rn×n对称,且所有顺序主子式都不为 0,则 A可唯一分解为

A = LDL
⊺
,

其中 L为单位下三角矩阵, D为对角矩阵. (留作课外自习)

K 思考：若 A ∈ Rn×n 存在 LDL⊺ 分解,则 A一定是对称的. 反之,如果 A对称,则 A一定存

在 LDL⊺分解吗?

2.2.4 三对角线性方程组

这里考虑一类具有简单结构的线性方程组,即三对角线性方程组. 在计算样条插值时会遇到

这类线性方程组. 由于系数矩阵的特殊结构,我们可以设计更加简洁高效的求解方法.

考虑线性方程组 Ax = f ,其中 A是三对角矩阵:

A =


b1 c1

a1
. . . . . .
. . . . . . cn−1

an−1 bn

 .
我们假定

|b1| > |c1| > 0, |bn| > |an−1| > 0, (2.7)

且

|bi| ≥ |ai−1|+ |ci|, aici ̸= 0, i = 1, . . . , n− 1. (2.8)

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

· 54 · 第二讲 线性方程组直接解法

即 A是不可约弱对角占优的 (不可约见定义 4.6,对角占优见定义 4.7). 此时,我们可以得到下面

的三角分解 (Crout分解)

A =


b1 c1

a1
. . . . . .
. . . . . . cn−1

an−1 bn

 =


α1

a1 α2

. . . . . .

an−1 αn




1 β1

1
. . .
. . . βn−1

1

 ≜ LU. (2.9)

由待定系数法,我们可以得到递推公式:

α1 = b1, β1 = c1/α1 = c1/b1, αi = bi − ai−1βi−1,

βi = ci/αi = ci/(bi − ai−1βi−1), i = 2, 3, . . . , n− 1

αn = bn − an−1βn−1.

为了使得算法能够顺利进行下去,我们需要证明 αi ̸= 0.

定理 2.8 设三对角矩阵 A满足条件 (2.7)和 (2.8). 则 A非奇异,且

(1) |α1| = |b1| > 0;

(2) 0 < |βi| < 1, i = 1, 2, . . . , n− 1;

(3) 0 < |ci| ≤ |bi| − |ai−1| < |αi| < |bi|+ |ai−1|, i = 2, 3, . . . , n. (板书)

证明. 由于 A是不可约且弱对角占优,所以 A非奇异.

结论 (1)是显然的.

下面我们证明结论 (2)和 (3).

由于 0 < |c1| < |b1|,且 β1 = c1/b1,所以 0 < |β1| < 1. 又 α2 = b2 − a1β1,所以

|α2| ≥ |b2| − |a1| · |β1| > |b2| − |a1| ≥ |c2| > 0, (2.10)

|α2| ≤ |b2|+ |a1| · |β1| < |b2|+ |a1|. (2.11)

再由结论 (2.10)和 β2的计算公式可知 0 < |β2| < 1. 类似于 (2.10)和 (2.10),我们可以得到

|α3| ≥ |b3| − |a2| · |β2| > |b3| − |a2| ≥ |c3| > 0,

|α3| ≤ |b3|+ |a2| · |β2| < |b3|+ |a2|.

依此类推,我们就可以证明结论 (2)和 (3).

(注: 可用数学归纳法严格证明) □

由定理 2.8可知,分解 (2.9)是存在的. 因此,原方程就转化为求解 Ly = f 和 Ux = y. 由此便

可得求解三对角线性方程组的追赶法也称为Thomas算法 (1949),其乘除运算量大约为 5n,加减

运算大约为 3n.

算法 2.9. 追赶法

1: α1 = b1

2: β1 = c1/b1
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3: y1 = f1/b1

4: for i = 2 to n− 1 do

5: αi = bi − ai−1βi−1

6: βi = ci/αi

7: yi = (fi − ai−1yi−1)/αi

8: end for

9: αn = bn − an−1βn−1

10: yn = (fn − an−1yn−1)/αn

11: xn = yn

12: for i = n− 1 to 1 do

13: xi = yi − βixi+1

14: end for

- 具体计算时,由于求解 Ly = f 与矩阵 LU分解是同时进行的,因此, αi可以不用存储. 但 βi

需要存储.

- 由于 |βi| < 1,因此在回代求解 xi时,误差可以得到有效控制.

需要指出的是,我们也可以考虑下面的分解

A =


b1 c1

a1
. . . . . .
. . . . . . cn−1

an−1 bn

 =


1

γ1 1
. . . . . .

γn−1 1




α1 c1

α2
. . .
. . . cn−1

αn

 . (2.12)

但此时 |γi|可能大于 1. 比如 γ1 = a1/b1,因此当 |b1| < |a1|时, |γ1| > 1. 所以在回代求解时,误差

可能得不到有效控制. 另外一方面,计算 γi 时也可能会产生较大的舍入误差 (大数除以小数). 但

如果 A是列对角占优,则可以保证 |γi| < 1.

- 如果 A是 (行)对角占优,则采用分解 (2.9);如果 A是列对角占优,则采用分解 (2.12).

2.2.5 带状线性方程组

在实际应用中会经常遇到带状线性方程组,在设计算法时

应该充分利用其中的零元素来减少运算量, 从而大幅度地提高

计算效率.

设 A ∈ Rn×n 是带状矩阵,其下带宽为 bl,上带宽为 bu,即

当 i > j + bl 或 i < j − bu时有

aij = 0.

其形状如右图所示:

对于带状矩阵,其 LU分解有如下性质:
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定理 2.9 设 A ∈ Rn×n 是带状矩阵,其下带宽为 bl,上带宽为 bu. 若 A = LU 是不选主元的 LU

分解,则 L为下带宽为 bl 的带状矩阵, U 为上带宽为 bu的带状矩阵.

若采用部分选主元的 LU分解,则有

定理 2.10 设 A ∈ Rn×n 是带状矩阵,其下带宽为 bl,上带宽为 bu. 若 PA = LU 是部分选主元

的 LU分解,则 U 为上带宽不超过 bl+ bu的带状矩阵, L为下带宽 bl的 “基本带状矩阵”,即 L每

列的非零元素不超过 bl + 1个. (也就是说,非零元素的个数有限制,但位置不限)
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2.3 扰动分析

在实际应用中, 所给的数据可能是通过实验、测量或观察得来的, 因此通常会带有一定的误

差, 这些误差不可避免地会对问题的解产生影响, 因此我们需要进行误差分析. 除了数据误差和

截断误差外, 在用计算机进行数值计算时, 每次运算 (加减乘除等)还会产生舍入误差. 对于大规

模问题,实际运算次数往往非常巨大,因此直接分析舍入误差比较复杂,而且得到的结果往往不一

定能反映实际计算情况. 当前一种比较实用的误差分析方法是将舍入误差看作是对原始数据的扰

动,即将其归结到数据误差中,这样就可以在很大程度上简化误差分析过程. 这种误差分析方法称

为向后误差分析.

2.3.1 矩阵条件数

考虑线性方程组 Ax = b,如果 A或 b的微小变化会导致解的巨大变化,则称此线性方程组是

病态的,反之则是良态的.

例 2.5 考虑线性方程组 Ax = b,其中 A =

[
1 1

1 1.0001

]
, b = [2, 2]

⊺. 可求得解为 x = [2, 0]
⊺.

如果 b的第二个元素出现细微误差,变为 b = [2, 2.0001]
⊺,则解变为 x = [1, 1]

⊺.

由此可见,当右端项出现细微变化时,解会出现很大的变化,因此该线性方程组是病态的.

对于线性方程组而言,问题是否变态主要取决于系数矩阵是否病态. 怎样来判断一个矩阵是

否病态? 目前比较常用的一个重要指标就是矩阵条件数.

定义 2.1 设 A非奇异, ∥ · ∥是任一算子范数,则称

κ(A) ≜ ∥A−1∥ · ∥A∥

为 A的条件数.

- 常用的矩阵条件数有

κ2(A) ≜ ∥A−1∥2 · ∥A∥2, κ1(A) ≜ ∥A−1∥1 · ∥A∥1, κ∞(A) ≜ ∥A−1∥∞ · ∥A∥∞.

- κ2(A)也称为谱条件数,当 A对称时,有

κ2(A) =

max
1≤i≤n

|λi|

min
1≤i≤n

|λi|
.

例 2.6 计算例 2.5中系数矩阵 A的条件数 κ∞(A)和 κ2(A).

解. 通过直接计算可得

A−1 =

[
10001 −10000
−10000 10000

]
.
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所以

κ∞(A) = ∥A∥∞ · ∥A−1∥∞ ≈ 4× 104.

由于 A是对称的,且 A的特征值为

λ(A) =
2.0001±

√
2.00012 − 0.0004

2
> 0,

所以

κ2(A) =
λmax

λmin
≈ 4× 104.

□

- 一般情况下,如果矩阵非对角线元素相对比较大,则矩阵很有可能是病态的.

如果 A对称,则其谱条件数由特征值决定,但对于一般矩阵,该结论并不成立.

例 2.7 已知矩阵

A =


1 −0.5 · · · −0.5

1
. . .

...
. . . −0.5

1

 ∈ Rn×n.

直接计算可知

A−1 =



1 1
2

1.5
2

1.52

2 · · · 1.5n−2

2

1 1
2

1.5
2

. . .
...

1
. . . . . . 1.52

2
. . . 1

2
1.5
2

1 1
2

1


.

因此, κ1(A)和 κ∞(A)是矩阵维数 n的指数函数. 所以,随着 n的增大,条件数增长会非常快. 下

表中是 n = 10, 20, 30, 40, 50时 κ1(A)和 κ2(A)的值.

n 10 20 30 40 50

κ1(A) 2.1× 102 2.3× 104 2.0× 106 1.5× 108 1.1× 1010

κ2(A) 6.3× 10 7.6× 103 6.8× 105 5.5× 107 3.9× 109

引理 2.11 条件数具有以下性质:

• κ(A) ≥ 1, ∀ A ∈ Rn×n.
• 对任意非零常数 α ∈ R,都有

κ(αA) = κ(A).

• 对任意正交矩阵 Q ∈ Rn×n,有 κ2(Q) = 1.
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• 设 Q是正交矩阵,则对任意矩阵 A有

κ2(QA) = κ2(A) = κ2(AQ).

(留作练习)

2.3.2 条件数与扰动分析

考虑线性方程组 Ax = b. 假定系数矩阵 A是精确的,而右端项 b有个微小扰动 δb. 因此我们

实际求解的是线性方程组

Ax = b+ δb.

我们称这个方程组为扰动方程组,其解记为 x̃.

记 δx ≜ x̃− x∗,其中 x∗ = A−1b为精确解. 则

δx = A−1(b+ δb)− x∗ = A−1δb.

所以

∥δx∥ ≤ ∥A−1∥ · ∥δb∥. (2.13)

又由 Ax∗ = b可知

∥b∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∗∥, 即
1

∥x∗∥
≤ ∥A∥
∥b∥

. (2.14)

由 (2.13)和 (2.14)两边相乘可得

∥δx∥
∥x∗∥

≤ ∥A−1∥ · ∥A∥ · ∥δb∥
∥b∥

定理 2.12 设 ∥ · ∥是任一向量范数 (当该范数作用在矩阵上时就是相应的算子范数),若 A是精

确的, b有个小扰动 δb,则有
∥δx∥
∥x∗∥

≤ ∥A−1∥ · ∥A∥ · ∥δb∥
∥b∥

.

- 上述结论说明, 由于右端项的扰动而产生的解的相对误差, 大约被放大了 ∥A−1∥ · ∥A∥ 倍.

这个倍数正好是系数矩阵的条件数. 另外,需要指出的是,这是最坏的情况.

如果 A也有微小的扰动,设为 δA,则扰动方程组为

(A+ δA)x̃ = b+ δb.

假定 ∥δA∥ 很小, 满足 ∥A−1∥ · ∥δA∥ < 1, 则 ∥A−1δA∥ ≤ ∥A−1∥ · ∥δA∥ < 1. 由定理 1.14 可知

I +A−1δA非奇异,所以 A+ δA = A(I +A−1δA)也非奇异. 于是

δx = x̃− x∗ = (A+ δA)−1(b+ δb−Ax∗ − δAx∗)

= (I +A−1δA)−1A−1(−δAx∗ + δb).

由定理 1.14可知
∥δx∥
∥x∗∥

≤ ∥(I +A−1δA)−1∥ · ∥A−1∥ ·
(
∥δA∥+ ∥δb∥

∥x∗∥

)
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≤ ∥A−1∥
1− ∥A−1∥ · ∥δA∥

·
(
∥δA∥+ ∥δb∥

∥x∗∥

)
=

∥A−1∥ · ∥A∥
1− ∥A−1∥ · ∥A∥ · ∥δA∥

∥A∥

(
∥δA∥
∥A∥

+
∥δb∥

∥A∥ · ∥x∗∥

)

≤ κ(A)

1− κ(A) · ∥δA∥
∥A∥

(
∥δA∥
∥A∥

+
∥δb∥
∥b∥

)
当 ∥δA∥ → 0时,我们可得

∥δx∥
∥x∗∥

≤ κ(A)

1− κ(A) · ∥δA∥
∥A∥

(
∥δA∥
∥A∥

+
∥δb∥
∥b∥

)
→ κ(A)

(
∥δA∥
∥A∥

+
∥δb∥
∥b∥

)

定理 2.13 设 ∥ · ∥ 是任一向量范数（当该范数作用在矩阵上时就是相应的算子范数）, 假定

∥A−1∥ · ∥δA∥ < 1,则有
∥δx∥
∥x∗∥

≤ κ(A)

1− κ(A) · ∥δA∥
∥A∥

(
∥δA∥
∥A∥

+
∥δb∥
∥b∥

)
.

当 δb = 0时,有
∥δx∥
∥x∗∥

≤ κ(A)

1− κ(A) · ∥δA∥
∥A∥

· ∥δA∥
∥A∥

.

事实上,由于x∗通常是未知的,因此一个更加实际的情况是考虑 δx与 x̃之间的关系.

定理 2.14 设 ∥ · ∥ 是任一向量范数（当该范数作用在矩阵上时就是相应的算子范数）, 假定

∥A−1∥ · ∥δA∥ < 1,则 δx与 x̃满足下面的关系式

∥δx∥
∥x̃∥

≤ ∥A−1∥ · ∥A∥
(
∥δA∥
∥A∥

+
∥δb∥

∥A∥ · ∥x̃∥

)
.

当 δb = 0时,有
∥δx∥
∥x̃∥

≤ κ(A)∥δA∥
∥A∥

(2.15)

(板书)

证明. 由等式 (A+ δA)x̃ = b+ δb = Ax∗ + δb可知 A(x̃− x∗) = −δAx̃+ δb,即

δx = A−1(−δAx̃+ δb).

所以

∥δx∥ ≤ ∥A−1∥ · (∥δA∥ · ∥x̃∥+ ∥δb∥), (2.16)

即
∥δx∥
∥x̃∥

≤ ∥A−1∥ · ∥A∥
(
∥δA∥
∥A∥

+
∥δb∥

∥A∥ · ∥x̃∥

)
.

若 δb = 0,则可得

∥δx∥
∥x̃∥

≤ κ(A)∥δA∥
∥A∥
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□

- 上面的结论具有理论指导作用,但如果无法获得 δA和 δb的大小,则很难用来估计 δx的大

小. 此时,我们可以通过残量来估计.

记残量 (残差)为 r ≜ b−Ax̃,则有

δx = x̃− x∗ = x̃−A−1b = A−1(Ax̃− b) = −A−1r,

所以可得

∥δx∥ ≤ ∥A−1∥ · ∥r∥

这个估计式的优点是不需要知道 δA和 δb的大小. 而且在实际计算中, r通常是可计算的,因此该

估计式比较实用.

例 2.8 Hilbert矩阵是一个典型的病态矩阵,其定义如下

Hn =


1 1

2 · · · 1
n

1
2

1
3 · · · 1

n+1
...

...
...

1
n

1
n+1 · · ·

1
2n−1

 , 即 Hn = [hij ], hij =
1

i+ j − 1
, i, j = 1, 2, . . . , n.

可以验证 Hn是对称正定的. 通过计算可知

κ∞(H2) = 27, κ∞(H3) = 748, κ∞(H4) = 28375, κ∞(H10) ≈ 3.5× 1013.

由此可知,当 n较大时,矩阵条件数非常大.

考虑线性方程组

Hnx = b,

设精确解为 x∗ = [1, 1, . . . , 1]
⊺,计算出右端项 b,然后用 Cholesky分解求解该线性方程组,求得的

近似解记为 x̃.

对于不同的 n,下表中列出了近似解的误差.

n 5 10 20 30

∥x̃− x∗∥∞ 2.3× 10−11 6.2× 10−4 > 7.8 > 42.8

κ∞(Hn) 9.4× 105 3.5× 1013 > 1019 > 1019

由此可知,当 n ≥ 20时, Cholesky分解计算出来的近似解已经没有任何意义了.
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2.4 解的改进 *

当矩阵 A是病态时,即使残量 r = b − Ax̃很小,所求得的数值解 x̃仍可能带有较大的误差.

此时需要通过一些方法来提高解的精度.

2.4.1 高精度运算

在计算中,尽可能采用高精度的运算. 比如,原始数据是单精度的,但在计算时都采用双精度

运算,或者更高精度的运算. 但更高精度的运算会带来更大的开销.

2.4.2 矩阵元素缩放或平衡 (Scaling or equilibration)

在求解线性方程组时,先对系数矩阵元素进行适当的缩放是一种很常用的技术手段.

一方面,如果 A的元素在数量级上相差很大,则在计算过程中很可能会出现大数与小数的加

减运算,这样就可能会引入更多的舍入误差. 为了避免由于这种情况而导致的舍入误差,我们可以

在求解之前先对矩阵元素进行缩放 (Scaling), 即在矩阵两边同时乘以两个适当的对角矩阵. 在对

矩阵元素进行缩放时,大约需要 O(n2)运算量,通常不会产生较大的舍入误差.

另一方面,由前面的扰动分析可知,矩阵条件数对数值计算的误差有着很大的影响,是衡量问

题是否病态的一个重要指标. 在实际计算中,如果遇到病态问题,我们希望能够通过一些简单的方

法降低其条件数. 其中一类简单有效的方法就是在矩阵两边同时乘以一个对角矩阵,即寻找对角

矩阵Dr和Dc,使得D−1
r AD−1

c 的条件数达到最小 (或者尽可能小). 显然,寻找这样的对角矩阵是

非常困难的,目前仍然是一个开放问题 [51].

一种比较可行的实用方案是使得缩放后的矩阵的每行或每列具有相同的 p-范数. 比如取

Dr = diag(d1, d2, . . . , dn), 其中 di =
n∑

j=1
|aij |, 这样 D−1

r A 的每行的 1-范数都一样, 但没法使得

所有列也具有相同的范数.

如果矩阵

D−1
r AD−1

c

的所有行和所有列都具有相同 (或近似相同)的范数,则称为 A的均衡化 (equilibration). 有学者提

出了一些迭代方法对 A进行均衡化. 更多信息可参见相关资料.

2.4.3 迭代改进法

设近似解 x̃,残量 r = b − Ax̃. 当 x̃没达到精度要求时,可以考虑对其进行改进或修正,即加

上一个修正向量 z,从而得到新的更好的近似解 x̃+ z. 但问题是: 怎样才能保证 x̃+ z是一个更好

的近似解? 最理想的情况是: 构造修正向量 z使得 x̃+ z是原问题的精确解,即

A(x̃+ z) = b,

也就是说,向量 z满足方程组

Az = b−Ax̃ = r. (2.17)
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这就是残量方程 (右端项是残量). 但在实际计算中,我们无法计算出残量方程 (2.17)的精确解,所

能得到的只能是近似解 z̃. 但通常 ∥b − A(x̃ + z̃)∥ = ∥r − Az̃∥应该比较小,特别地,比 ∥r∥更小.

因此 x̃ + z̃ 应该比 x̃更接近精确解. 如果新的近似解 x̃ + z̃ 还不满足精度要求,则可重复以上过

程. 这就是提高解的精度的迭代改进法.

算法 2.10. 迭代改进法

1: 设 PA = LU , x̃是 Ax = b的近似解

2: while近似解 x̃不满足精度要求, do

3: 计算 r = b−Ax̃
4: 求解 Ly = Pr,即 y = L−1Pr

5: 求解 Uz = y,即 z = U−1y

6: 令 x̃ = x̃+ z

7: end while

由于每次迭代只需计算一次残量和求解两个三角线性方程组,因此运算量为 O(n2). 所以相
对来讲还是比较经济的.

- 为了提高计算精度,在计算残量 r时最好使用原始数据 A,而不是 P
⊺
LU ,因此对 A做 PLU

分解时需要保留原矩阵 A,不能被 L和 U 覆盖.

- 实际计算经验表明,当 A病态不是很严重时,即 εuκ∞(A) < 1,迭代法可以有效改进解的精

度,最后达到机器精度. 但 εuκ∞(A) ≥ 1时,一般没什么效果. 这里 εu表示机器精度.
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2.5 课后练习

练习 2.1 下列矩阵是否存在 LU分解 (L单位下三角, U 非奇异上三角)

A1 =


2 1 4

3 3 1

3 2 6

 , A2 =


1 2 2

2 3 0

0 1 4

 .
练习 2.2 设 A = [aij ] ∈ Rn×n,且 a11 ̸= 0,经过一次 Gauss消去法后得到 A(2) =

[
a11 ∗
0 A2

]
.

证明: (1)若 A对称,则 A2也对称;

(2)若 A对称正定,则 A2也对称正定;

(3)若 A (行)严格对角占优,则 A2也 (行)严格对角占优.

练习 2.3 设矩阵 A =


1 4 7

2 5 8

3 6 12

,计算 A的 LU分解和 PLU分解.

练习 2.4 计算 A =


4 2 4

2 37 8

4 8 14

的 Cholesky分解,并求解 Ax = b,其中 b =


6

−9
7

.

练习 2.5 设矩阵 A =


2 −1 0

−1 2 a

0 a 2

,问: 当 a取何值时, A存在 Cholesky分解?

练习 2.6 用追赶法解三对角方程组 Ax = b,其中

A =


3 −1
−1 3 −1

−1 3 −1
−1 3

 , b =


1

0

0

0

 .

练习 2.7 设矩阵 A =

[
1 2

2 3

]
,计算 κ2(A)和 κ∞(A).

练习 2.8 设矩阵 A =

[
λ 2λ

1 1

]
(λ ̸= 0),当 λ取何值时, κ∞(A)达到最小.

练习 2.9 证明引理 2.11中的结论:

(1) κ(A) ≥ 1, ∀ A ∈ Rn×n.

(2) 对任意非零常数 α ∈ R,都有 κ(αA) = κ(A).

(3) 对任意正交矩阵 Q ∈ Rn×n,有 κ2(Q) = 1.

(4) 设 Q是正交矩阵,则对任意矩阵 A有 κ2(QA) = κ2(A) = κ2(AQ).

练习 2.10 设 A ∈ Rn×n非奇异,证明: κ2(A
⊺
A) =

(
κ2(A)

)2
.
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2.5 课后练习 · 65 ·

练习 2.11 验证引理 2.3中的等式

L = L1L2 · · ·Ln−1 =



1 0 0 · · · 0

l21 1 0 · · · 0

l31 l32 1 · · · 0
...

...
. . .

ln1 ln2 ln3 · · · 1


.

练习 2.12 证明 Cholesky分解的唯一性 (定理 2.6) .

练习 2.13 设 A ∈ Rn×n 对称非奇异,且存在分解 A = LDM
⊺,其中 L,M ∈ Rn×n 是单位下三角

矩阵, D ∈ Rn×n是对角矩阵. 证明: L =M .

练习 2.14 将 A ∈ Rn×n写成分块形式

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
,

其中 A11 ∈ Rk×k (1 ≤ k ≤ n)非奇异. 我们称矩阵 S = A22 − A21A
−1
11 A12 为 A中 A11 的

Schur补 (通常简称 Schur补).

(1) 假设 A存在 LU分解,证明: 对于不选主元的 Gauss消去法,第 k步后, A22被 S覆盖.

(2) 假设 A21 = A
⊺
12,且 A11和 −A22都正定,证明 A非奇异.

练习 2.15∗∗∗给定一个非奇异矩阵 A和一个向量 b.

试证明: 对充分小的 ∥δA∥2,存在非零的 δA和 δb,使得不等式 (2.16)中的等号成立,即

∥δx∥2 = ∥A−1∥2
(
∥δA∥2 · ∥x̃∥2 + ∥δb∥2

)
.

练习 2.16∗设 A,B ∈ Rn×n是两个上三角矩阵, α ∈ R是给定常数,且 AB −αI 非奇异. 试设计求

解 (AB − αI)x = b的算法,使得运算量为 O(n2).

实践题

练习 2.17 设 A ∈ Rn×n 是带状矩阵,其下带宽为 bl,上带宽为 bu. 若 A存在不选主元的 LU分解,

试统计求解 Ax = b的运算量 (含 LU分解),并编程实现.

函数原型: function [L,U]=LU_band(A,bl,bu)

练习 2.18 编写函数,实现矩阵按列存储时的列主元 LU分解,并生成一个 n阶的随机矩阵 A进

行测试.

函数原型: function [L,U,p]=PLU_JKI(A)

练习 2.19 编写函数,实现对称正定矩阵的 LDL⊺ 分解,并用于求解线性方程组 Hnx = b,其中 Hn

为 n阶 Hilbert矩阵.

函数原型: function [L,d]=LDL(A)

练习 2.20 带状矩阵的 LU分解. 设 A是 n阶带状矩阵,上带宽为 L < n,下带宽为M < n,编写

一个函数,计算 A的 LU分解 (不带选主元).

函数原型: [L,U]=LU_banded(A,L,M)
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最小二乘问题 (Least Squares Problem) 包括线性最小二乘问题, 等式约束最小二乘问题, 加权

最小二乘问题,非线性最小二乘问题,等等. 它在统计学,材料与结构力学,信号与图像处理,机器

学习和数据科学等方面都有着广泛的应用,是计算数学的一个重要研究分支,也是一个活跃的研

究领域.

本讲主要介绍线性最小二乘问题的三种常用求解方法 (直接法,矩阵分解法):正规方程Cholesky

分解法, QR分解法和 SVD分解法. 一般来说, Cholesky分解法是最快的,特别是当 A的条件数较

小时,该方法几乎与其他方法一样精确. 而 SVD分解法是最慢的,但结果最可靠. 综合计算效率和

计算精度,当前的首选方法是 QR分解法.

为了方便起见,本讲义中我们将线性最小二乘问题简称为最小二乘问题.

最小二乘问题相关参考文献

[1] A. Björck, Numerical Methods for Least Squares Problems, SIAM, 1996 [5]

[2] 魏木生等,广义最小二乘问题的理论和计算 (第二版), 2020 [75]

3.1 问题介绍

线性最小二乘问题就是求解下面的最值问题:

min
x∈Rn

∥Ax− b∥22 (3.1)

其中 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. 问题 (3.1)的解称为最小二乘解.

• 当m = n且 A非奇异时,这就是一个线性方程组,解为 x∗ = A−1b;
• 当m > n时,约束个数大于未知量个数,此时我们称问题 (3.1)为超定的 (overdetermined);
• 当 m < n时,未知量个数大于约束个数,此时我们称问题 (3.1)为欠定 (或亚定)的 (underde-

termined).

- 为了讨论方便,除非特别说明,否则本讲总是假定 A是满秩的.

3.1.1 超定方程组

当m > n时,线性方程组 Ax = b的解可能不存在. 此时一般考虑求解最小二乘问题 (3.1). 记

J(x) ≜ ∥Ax− b∥22.
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3.1 问题介绍 · 67 ·

易知 J(x)是关于 x的二次函数,而且是凸函数 (当 A满秩时, J(x)的 Hessen阵是正定的). 因此,

由凸函数的性质可知, x∗ 是问题 (3.1)的解当且仅当 x∗ 是 J(x)的稳定点. 令其一阶导数为零,可

得

A
⊺
Ax−A⊺

b = 0.

于是将最小二乘问题转化为一个线性方程组,这就是后面的正规方程.

- 如果 A不是满秩,则 A
⊺
A半正定,此时解不唯一.

3.1.2 欠定方程组

若 m < n,则线性方程组 Ax = b存在无穷多个解 (假定 A满秩). 这时我们通常寻求满足一

定条件的解. 比如常见的最小范数解,即所有解中范数最小的解,此时原问题就转化为下面的约束

优化问题

min
Ax=b

1

2
∥x∥22, (3.2)

对应的 Lagrange函数为

L(x, λ) = 1

2
∥x∥22 + λ

⊺
(Ax− b),

其中 λ = [λ1, λ2, . . . , λm]
⊺是 Lagrange乘子. 此时优化问题 (3.2)的解就是 L(x, λ)的鞍点,即下面

方程组的解:
∂L
∂x

= x+A
⊺
λ = 0,

∂L
∂λ

= Ax− b = 0.

写成矩阵形式为 [
I A

⊺

A 0

][
x

λ

]
=

[
0

b

]
.

如果 A满秩,即 rank(A) = m,则系数矩阵非奇异 (见练习 3.1),上述方程组存在唯一解.

本讲义主要讨论超定线性最小二乘问题的求解.
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· 68 · 第三讲 线性最小二乘问题

3.2 Householder变换与 Givens变换

矩阵计算的一个基本思想就是把复杂的问题转化为等价的且易于求解的问题. 完成这个转化

的一个基本工具就是矩阵变换,比如高等代数中的三类初等变换. 除此之外,在矩阵计算中常用的

矩阵变换有Householder变换和Givens变换. 这两类矩阵变换都是正交变换,可用于求解最小二乘

问题、特征值问题、奇异值问题等.

3.2.1 Householder变换

定义 3.1 我们称矩阵

H = I − 2

v∗v
vv∗ = I − 2

∥v∥22
vv∗, 0 ̸= v ∈ Cn, (3.3)

为Householder变换 (或Householder矩阵,或Householder反射),向量 v称为Householder向量.

我们通常将矩阵 (3.3)记为 H(v).

- Householder矩阵是单位矩阵的秩-1修正.

- Householder变换也可以定义为

H = I − 2vv∗, v ∈ Cn且 ∥v∥2 = 1.

- Householder矩阵由 Householder向量唯一确定.

从几何上看,一个Householder变换是一个关于超平面 span{v}⊥的反射. 由于C2 = span{v}⊕
span{v}⊥,因此对任意一个向量 x ∈ Cn,都可写成

x =
v∗x

v∗v
v + y ≜ αv + y,

其中 αv ∈ span{v}, y ∈ span{v}⊥. 于是

Hx = x− 2

v∗v
vv∗x = x− 2αv = −αv + y,

即 Hx与 x在 span{v}⊥方向有着相同的分量,而在 v方向的分

量正好相差一个符号. 也就是说, Hx是 x关于超平面 span{v}⊥

的镜面反射. 因此, Householder变换也称为 Householder反射.

下面是关于 Householder矩阵的几个基本性质.

定理 3.1 设 H ∈ Cn×n是一个 Householder矩阵,则

(1) H∗ = H ,即 H Hermitian的;

(2) H∗H = I ,即 H 是酉矩阵;

(3) H2 = I ,所以 H−1 = H ;

(4) det(H) = −1;
(5) H 有两个互异的特征值: λ = 1和 λ = −1,其中 λ = 1的代数重数为 n− 1.

Householder矩阵的一个非常重要的应用就是可以将一个向量除第一个元素以外的所有元素

都化为零. 我们首先给出一个引理.
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3.2 Householder变换与 Givens变换 · 69 ·

引理 3.2 设 x, y ∈ Cn 为任意两个互异的向量, 则存在一个 Householder 矩阵 H(v) 使得 y =

H(v)x的充要条件是 ∥x∥2 = ∥y∥2且 x∗y ∈ R. (板书)

证明. 若 ∥x∥2 = ∥y∥2且 x∗y ∈ R,则 y∗y = x∗x且 x∗y = y∗x. 于是

∥x− y∥22 = (x− y)∗(x− y) = x∗x− y∗x− x∗y + y∗y = 2(x∗x− y∗x).

令 v = x− y,则有

H(v)x = x− 2(x− y)(x− y)∗x
∥x− y∥22

= x− 2(x− y)(x∗x− y∗x)
2(x∗x− y∗x)

= y,

即存在 Householder矩阵 H(v)使得 y = H(v)x.

反之,如果存在Householder矩阵H使得 y = Hx,由于H是Hermitian的,所以 x∗y = x∗Hx ∈
R. 又因为 H 是酉矩阵,所以 ∥y∥2 = ∥Hx∥2 = ∥x∥2. □

- 如果 x, y都是实向量,则条件 x∗y ∈ R自然成立,此时充要条件就是 ∥x∥2 = ∥y∥2.

由引理 3.2,我们可以立即得到下面的结论.

定理 3.3 设 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn 是一个非零向量, 则存在 Householder 矩阵 H(v) 使得

H(v)x = αe1,其中 α = ∥x∥2 (或 α = −∥x∥2), e1 = [1, 0, . . . , 0]
⊺ ∈ Rn.

- 在后面的讨论中,我们将定理中的向量 v称为 x对应的 Householder向量.

设 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn 是一个实的非零向量, 下面讨论如何计算定理 3.3 中 House-

holder矩阵 H(v)所对应的 Householder向量 v. 由引理 3.2的证明过程可知

v = x− αe1 = [x1 − α, x2, . . . , xn]
⊺

.

在实际计算中,为了尽可能地减少舍入误差,我们通常避免两个相近的数做减运算,否则就会损失

有效数字. 因此,我通常取

α = − sign(x1) · ∥x∥2. (3.4)

事实上,我们也可以取 α = sign(x1)∥x∥2,但此时为了减少舍入误差,我们需要通过下面的公式来

计算 v的第一个分量 v1

α = sign(x1)∥x∥2, v1 = x1 − α =
x21 − ∥x∥22
x1 + α

=
−(x22 + x23 + · · ·+ x2n)

x1 + α
. (3.5)

在 v1 的两种计算方法 (3.4)和 (3.5)中, α的取值都与 x1 的符号有关. 但在某些应用中,我们需

要确保 α非负,此时我们可以将这两种方法结合起来使用,即:

v1 =


x1 − α, if sign(x1) < 0

−(x22 + x23 + · · ·+ x2n)

x1 + α
, otherwise

无论怎样计算 v,我们都有 H = I − βvv∗,其中

β =
2

v∗v
=

2

(x1 − α)2 + x22 + · · ·+ x2n
=

2

2α2 − 2αx1
= − 1

αv1
.
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K 思考：如果 x是复向量,有没有相应的结论?

在实数域中计算 Householder向量 v的算法如下,总运算量大约为 2n.

算法 3.1. 计算 Householder向量

% Given x ∈ Rn, compute v ∈ Rn such that Hx = ∥x∥2e1, where H = I − βvv∗

1: function [β, v] = House(x)

2: n = length(x) (here length(x) denotes the dimension of x)

3: σ = x22 + x23 + · · ·+ x2n

4: v = x

5: if σ = 0 then

6: if x1 < 0 then

7: v1 = 2x1, β = 2/v21

8: else

9: v1 = 0, β = 0

10: end if

11: else

12: α =
√
x21 + σ % α = ∥x∥2

13: if x1 < 0 then

14: v1 = x1 − α
15: else

16: v1 = −σ/(x1 + α)

17: end if

18: β = 2/(v21 + σ)

19: end if

可以证明,上述算法具有很好的数值稳定性 [62],即

∥H̃ −H∥2 = O(εu),

其中 H̃ 是由上述算法计算得到的近似矩阵, εu是机器精度.

- 在实际计算时,我们可以将向量 v 规范化,使得 v1 = 1. 这样,我们就无需为 v 另外分配空

间,而是将 v(2 : n)存放在 x(2 : n)中.

- 为了避免可能产生的溢出,我们也可以事先将 x单位化,即令 x← x/∥x∥2

Householder变换与向量和矩阵的乘积

对向量和矩阵做Householder变换时,无需显式写出Householder矩阵. 设 x ∈ Rm,A ∈ Rm×n,

H = I − βvv∗ ∈ Rm,则

Hx = (I − βvv∗)x = x− β(v∗x)v,
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HA = (I − βvv∗)A = A− βv(v∗A).

运算量大约分别为 4m和 4mn,远小于一般的矩阵-向量乘积和矩阵-矩阵乘积的运算量.

3.2.2 Givens变换

为简单起见,我们这里这讨论实数域中的 Givens变换. 设 θ ∈ [0, 2π],我们称矩阵

G(i, j, θ) =



1
. . .

c s
. . .

−s c
. . .

1


∈ Rn×n, (i < j)

为 Givens变换 (或 Givens旋转,或 Givens矩阵),其中 c = cos(θ), s = sin(θ),即将单位矩阵的 (i, i)

和 (j, j)位置上的元素用 c代替,而 (i, j)和 (j, i)位置上的元素分别用 s和 −s代替.

易知,交换G(i, j, θ)的第 1行与第 i行,再交换第 1列与第 i列,然后交换第 2行与第 j行,交

换第 2列与第 j 列,则转化为


c s

−s c

In−2

.

定理 3.4 G(i, j, θ)是正交矩阵,且 det(G(i, j, θ)) = 1.

- Givens变换可以看作是单位矩阵的一个秩-2修正,即

G(i, j, θ) = I + [ei, ej ]

[
cos(θ)− 1 sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)− 1

]
[ei, ej ]

⊺
.

- 因此当一个矩阵左乘一个 Givens矩阵时,只会影响其第 i行和第 j 行的元素.

- 而当一个矩阵右乘一个 Givens矩阵时,只会影响其第 i和第 j 列的元素.

例 3.1 (Givens变换化零) 设 x = [x1, x2]
⊺ ∈ R2,则存在一个 Givens变换 G =

[
c s
−s c

]
∈ R2×2

使得 Gx = [r, 0]
⊺,其中 c, s和 r的值如下:

c =
x1
r
, s =

x2
r
, r =

√
x21 + x22, 即 G =

1

r

[
x1 x2

−x2 x1

]

也就是说,通过 Givens变换,我们可以将向量 x ∈ R2的第二个分量化为 0.

事实上,对于任意一个向量 x ∈ Rn,我们都可以通过 Givens变换将其任意一个位置上的分量

化为 0. 更进一步,我们也可以通过若干个 Givens变换,将 x中除第一个分量外的所有元素都化为

0.
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算法 3.2. Givens变换

% Given x = [a, b]
⊺ ∈ R2, compute c and s such that Gx = [r, 0]

⊺ where r = ∥x∥2
1: function [c, s] = givens(a, b)

2: if b = 0 then

3: if a ≥ 0 then

4: c = 1, s = 0

5: else

6: c = −1, s = 0

7: end if

8: else

9: if |b| > |a| then %绝对值大的数作为分母

10: τ =
a

b
, s =

sign(b)√
1 + τ2

, c = sτ

11: else

12: τ =
b

a
, c =

sign(a)√
1 + τ2

, s = cτ

13: end if

14: end if

- 任何一个正交矩阵都可以写成若干个Householder矩阵或Givens矩阵的乘积 (见习题 3.4和

3.5),所以正交矩阵所对应的线性变换可以看作是反射变换和旋转变换的组合,因此它不会

改变向量的长度与 (不同向量之间的)角度.

3.2.3 正交变换的舍入误差分析

引理 3.5 设 P ∈ Rn×n是一个精确的 Householder或 Givens变换, P̃ 是其浮点运算近似,则

fl(P̃A) = P (A+ E), fl(AP̃ ) = (A+ F )P,

其中 ∥E∥2 = O(εu)∥A∥2, ∥F∥2 = O(εu)∥A∥2. (这里 εu表示机器精度)

这表明对一个矩阵做 Householder变换或 Givens变换是向后稳定的.

定理 3.6 考虑对矩阵 A做一系列的正交变换 P1, P2, . . . , Pk 和 Q1, Q2, . . . , Qk,则有

fl(P̃k · · · P̃1AQ̃1 · · · Q̃k) = Pk · · ·P1(A+ E)Q1 · · ·Qk,

其中 ∥E∥2 = O(εu)(k∥A∥2). 这说明整个计算过程是向后稳定的.

一般地,假设 X 是一个非奇异的线性变换, X̃ 是其浮点运算近似. 当 X 作用到 A上时,我们

有

fl(X̃A) = XA+ E = X(A+X−1E) ≜ X(A+ F ),
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其中 ∥E∥2 = O(εu) · ∥XA∥2 ≤ O(εu) · ∥X∥2 · ∥A∥2,故

∥F∥2 = ∥X−1E∥2 ≤ O(εu) · ∥X−1∥2 · ∥X∥2 · ∥A∥2 = O(εu) · κ2(X) · ∥A∥2,

因此,舍入误差可能会被放大 κ2(X)倍. 当 X 是正交变换时, κ2(X)达到最小值 1,这就是为什么

在浮点运算中尽量使用正交变换的原因.
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· 74 · 第三讲 线性最小二乘问题

3.3 QR分解

QR分解是将一个矩阵分解一个正交矩阵 (酉矩阵)和一个三角矩阵的乘积. QR分解被广泛

应用于线性最小二乘问题的求解和矩阵特征值的计算.

3.3.1 QR分解的存在性与唯一性

定理 3.7 (QR分解) [30] 设 A ∈ Cm×n (m ≥ n). 则存在一个单位列正交矩阵 Q ∈ Cm×n (即

Q∗Q = In×n)和一个上三角矩阵 R ∈ Cn×n,使得

A = QR. (3.6)

若 A列满秩,则存在一个具有正对角线元素的上三角矩阵 R使得 (3.6)成立,且此时 QR分解唯

一,即 Q和 R都唯一.

证明. 设 A = [a1, a2, . . . , an] ∈ Cm×n. 若 A列满秩,即 rank(A) = n. 则 QR分解 (3.6)就是对 A

的列向量组进行 Gram-Schmidt (简称 GS)正交化过程的矩阵描述 (见算法 3.3).

算法 3.3. Gram-Schmidt过程

1: r11 = ∥a1∥2
2: q1 = a1/r11

3: for j = 2 to n do

4: qj = aj

5: for i = 1 to j − 1 do

6: rij = q∗i aj % q∗i 表示共轭转置

7: qj = qj − rijqi
8: end for

9: rjj = ∥qj∥2
10: qj = qj/rjj

11: end for

由算法 3.3可知: a1 = r11q1,

aj = r1jq1 + r2jq2 + · · ·+ rjjqj = [q1, q2, . . . , qj ]


r1j

rrj
...

rjj

 , j = 2, 3, . . . , n.

记 Q = [q1, q2, . . . , qn], R = [rij ]n×n,其中

rij =

 q∗i aj , for i ≤ j

0, for i > j
(3.7)

于是 Gram-Schmidt过程可表示为
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[a1, a2, . . . , an] = [q1, q2, . . . , qn]


r11 r12 · · · r1n

r22 · · · r2n
. . .

...

rnn

 , 即 A = QR.

如果 A不是列满秩,我们可以通过下面的方式做类似的正交化过程:

• 如果 a1 = 0,则令 q1 = 0;否则令 q1 = a1/∥a1∥2 ;
• 对于 j = 2, 3, . . . , n,计算 q̃j = aj−

∑j−1
i=1 (q

∗
i aj)qi. 如果 q̃j = 0,则表明 aj可以由 a1, a2, . . . ,

aj−1线性表出,令 qj = 0. 否则令 qj = q̃j/∥q̃j∥2 .

于是我们有

A = QR,

其中Q = [q1, q2, . . . , qn]列正交 (但不是单位列正交),其列向量要么是单位向量,要么就是零向量.

R = [rij ]n×n 的定义同 (3.7). 需要注意的是,如果 Q的某一列 qk = 0,那么 R中对应的第 k 行就

全部为 0.

设 rank(A) = l < n,则 Q有 l个非零列,设为 qi1 , qi2 , . . . , qil . 它们形成 Cm 中的一个单位正

交向量组,所以我们可以将其扩展成 Cm中的一组标准正交基,即

qi1 , qi2 , . . . , qil , q̃1, . . . , q̃m−l.

然后我们用 q̃1 替换 Q中的第一个零列,用 q̃2 替换 Q中的第二个零列,依此类推,将 Q中的所有

零列都替换掉. 将最后得到的矩阵记为 Q̃,则 Q̃ ∈ Cm×n单位列正交,且

Q̃R = QR.

这是由于 Q̃中的新添加的列向量正好与 R中的零行相对应. 所以我们有 QR分解

A = Q̃R.

下面证明满秩矩阵 QR分解的存在唯一性.

存在性: 由于 A列满秩,由 GS正交化过程 (算法 3.3)可知,存在上三角矩阵 R = [rij ]n×n 满

足 rjj > 0,使得 A = QR,其中 Q单位列正交.

唯一性: 假设 A存在 QR分解

A = Q1R1 = Q2R2,

其中 Q1, Q2 ∈ Cm×n单位列正交, R1, R2 ∈ Cn×n为具有正对角元素的上三角矩阵. 则有

Q1 = Q2R2R
−1
1 . (3.8)

于是

1 = ∥Q1∥2 = ∥Q2R2R
−1
1 ∥2 = ∥R2R

−1
1 ∥2.

又 R1, R2 均为上三角矩阵, 所以 R2R
−1
1 也是上三角矩阵, 且其对角线元素为 R2(i, i)/R1(i, i),

i = 1, 2, . . . , n. 因此
R2(i, i)

R1(i, i)
≤ ρ(R2R

−1
1 ) ≤ ∥R2R

−1
1 ∥2 ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n.
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· 76 · 第三讲 线性最小二乘问题

同理可证 R1(i, i)/R2(i, i) ≤ 1. 所以

R1(i, i) = R2(i, i), i = 1, 2, . . . , n.

又 ∥Q1∥2F = tr(Q∗
1Q1) = n,所以由 (3.8)可知

∥R2R
−1
1 ∥

2
F = ∥Q2R2R

−1
1 ∥

2
F = ∥Q1∥2F = n.

由于 R2R
−1
1 的对角线元素都是 1,所以 R2R

−1
1 只能是单位矩阵,即 R2 = R1. 因此Q2 = AR−1

2 =

AR−1
1 = Q1,即 A的 QR分解是唯一的. □

- 有时也将 QR分解定义为: 存在酉矩阵 Q ∈ Cm×m使得

A = QR,

其中 R =

[
R11

0

]
∈ Cm×n是上三角矩阵.

由QR分解的存在性证明过程可知,当 A不是满秩矩阵时,存在一个置换矩阵 P ,使得 AP 的

前 l列是线性无关的,其中 l = rank(A). 因此我们可以对 AP 进行 QR分解,于是我们可以得到下

面的结论.

推论 3.8 设 A ∈ Cm×n (m ≥ n),且秩为 l (0 ≤ l ≤ n),则存在一个置换矩阵 P ,使得

AP = Q

[
R11 R12

0 0

]
n×n

,

其中 Q ∈ Cm×n单位列正交, R11 ∈ Cl×l 是非奇异上三角矩阵.

- 上述结论也可简化为

AP = Q
[
R11 R12

]
,

其中 Q ∈ Cm×l 单位列正交 (推论 3.8中 Q的前 l列), R11 ∈ Cl×l 是非奇异上三角矩阵.

- QR分解中的 Q和 R都可能是复矩阵. 如果 A是实矩阵,则上面证明中的运算都可以在实

数下进行,因此 Q和 R都可以是实矩阵.

- 如果 A是非奇异的方阵,则 QR分解也可以用来求解线性方程组 Ax = b.

- 基于 GS正交化的 QR分解算法 3.3的运算量大约为 2mn2.

推论 3.9 (满秩分解) 设 A ∈ Cm×n且 rank(A) = r ≤ min{m,n},则存在满秩矩阵 F ∈ Cm×r 和

G ∈ Cr×n,使得

A = FG.

下面给出 QR分解的具体实现方法,分别基于MGS过程, Householder变换和 Givens变换.
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3.3.2 基于MGS的 QR分解

在证明 QR 分解的存在性时, 我们利用了 Gram-Schmidt 正交化过程. 但由于数值稳定性方

面的原因,在实际计算中,我们一般不直接采用 Gram-Schmidt过程,取而代之的是修正的 Gram-

Schmidt过程 (modified Gram-Schmidt process),即MGS .

算法 3.4. 基于MGS的 QR分解

% Given A ∈ Rm×n, compute Q = [q1, . . . , qn] ∈ Rm×n and R ∈ Rn×n such that A = QR

1: Set R = [rik] = 0n×n (the n× n zero matrix)

2: if a1 = 0 then

3: q1 = 0

4: else

5: r11 = ∥a1∥2
6: q1 = a1/∥a1∥2
7: end if

8: for k = 2 to n do

9: qk = ak

10: for i = 1 to k − 1 do % MGS过程,注意与 GS的区别

11: rik = q
⊺
i qk

12: qk = qk − rikqi
13: end for

14: if qk ̸= 0 then

15: rkk = ∥qk∥2
16: qk = qk/rkk

17: end if

18: end for

- 由MGS得到的 QR分解中, Q ∈ Rm×n, R ∈ Rn×n. 运算量大约为 2mn2.

3.3.3 基于Householder变换的 QR分解

由定理 3.3可知,通过Householder变换,我们可以将任何一个非零变量 x ∈ Rn转化成 ∥x∥2e1,
即除第一个元素外,其它都为零. 下面我们就考虑通过 Householder变换来实现矩阵的 QR分解.

我们首先考虑 m = n时的情形. 设矩阵 A ∈ Rn×n,令 H1 ∈ Rn×n 为一个 Householder变换,

满足

H1


a11

a21
...

an1

 =


r1

0
...

0

 .
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· 78 · 第三讲 线性最小二乘问题

于是

H1A =


r1 ã12 · · · ã1n
0
... Ã2

0

 ,

其中 Ã2 ∈ R(n−1)×(n−1). 同样地,我们可以构造一个 Householder变换 H̃2 ∈ R(n−1)×(n−1),将 Ã2

的第一列中除第一个元素外的所有元素都化为 0,即

H̃2Ã2 =


r2 ã23 · · · ã2n
0
... Ã3

0

 .
令

H2 =

[
1 0

0 H̃2

]
.

则 H2 ∈ Rn×n,且

H2H1A =



r1 ã12 ã13 · · · ã1n
0 r2 ã23 · · · ã2n
0 0
...

... Ã3

0 0


.

不断重复上述过程. 这样,我们就得到一系列的矩阵

Hk =

[
Ik−1 0

0 H̃k

]
, k = 1, 2, 3, 4, . . . , n− 1

使得

Hn−1 · · ·H2H1A =


r1 ã12 · · · ã1n
0 r2 · · · ã2n
...

. . .
...

0 0 · · · rn

 ≜ R.

由于 Householder变换都是正交矩阵,因此 H1,H2, . . . , Hn−1也都是正交矩阵. 令

Q = (Hn−1 · · ·H2H1)
−1 = H−1

1 H−1
2 · · ·H

−1
n−1 = H1H2 · · ·Hn−1,

则 Q也是正交矩阵,且

A = (Hn−1 · · ·H2H1)
−1R = QR.

以上就是基于 Householder变换的 QR分解的具体实现过程. 最后所得到的上三角矩阵 R就存放

在 A的上三角部分.
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矩阵 Q可通过下面的算法实现Q = In,

Q = QHk, k = 1, 2, . . . , n− 1.

- 如果 m > n, 我们仍然可以通过上面的过程进行 QR分解, 只是最后我们得到一个正交矩

阵 Q ∈ Rm×m和一个上三角矩阵 R ∈ Rm×n,使得 A = QR.

- 如果不需要生成 Q,则基于 Householder变换的 QR分解的总运算量大约为 2mn2 − 2n3/3.

如果保留了每一步的 Householder向量,则 Q也可以通过下面的向后累积方法实现: Q = In,

Q = HkQ, k = n− 1, n− 2, . . . , 1.

这样做的好处是一开始 Q会比较稀疏,随着迭代的进行, Q才会慢慢变满. 而前面的计算方法,第

一步就将 Q变成了一个满矩阵. 计算 Q的运算量大约为 4m2n − 4mn2 + 4n3/3. 如果只需要计

算 Q的前 n列,则运算量大约为 2mn2 − 2n3/3,此时 QR分解的总运算量为 4mn2 − 4n3/3. 若

m = n,则为 8n3/3.

算法 3.5. 基于 Householder变换的 QR分解 (MATLAB)

% Given A ∈ Rm×n, compute Q and R such that A = QR where Q ∈ Rm×m and R ∈ Rm×n

% The upper triangular part of R is stored in the upper triangular part of A

1: Set Q = Im×m

2: for k = 1 to n do

3: x = A(k : m, k)

4: [β, vk] = House(x)

5: A(k : m, k : n) = (Im−k+1 − βvkv
⊺
k )A(k : m, k : n)

6: = A(k : m, k : n)− βvk
(
v
⊺
kA(k : m, k : n)

)
7: Q(:, k : m) = Q(:, k : m)(Im−k+1 − βvkv

⊺
k )

8: = Q(:, k : m)− β
(
Q(:, k : m)vk

)
v
⊺
k

9: end for

- 上面只是对基于 Householder 变换的 QR 分解算法的一个简单描述, 并没有考虑运算的优

化. 在实际计算时,我们通常会保留所有的 Householder向量. 由于第 k 步中 H̃k 所对应的

Householder向量 vk 的长度为 m − k + 1,因此我们可以先把 vk 归一化: 使得 vk 的第一元

素为 1. 这样就只要存储 vk(k + 1 : m),共m− k个元素,可以存放在 A的第 k列的严格下

三角部分. 因此,就可以用 A的上三角部分存放 R,严格下三角部分存放 Householder向量.

3.3.4 基于 Givens变换的 QR分解

我们同样可以利用 Givens变换来做 QR分解.
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设 A ∈ Rn×n,首先构造一个 Givens变换 G21,作用在 A的最前面的两行上,使得

G21


a11
a21
a31...
an1

 =


ã11
0
a31...
an1

 .
由于 G21 只改变矩阵的第 1行和第 2行的值,所以其它行保存不变. 然后再构造一个 Givens变换

G31,作用在 G21A的第 1行和第 3行,将其第一列的第三个元素化为零. 由于 G31 只改变矩阵的

第 1行和第 3行的值,所以第二行的零元素维持不变. 以此类推,我们可以构造一系列的 Givens变

换 G41, G51, . . . , Gn1,使得 Gn1 · · ·G21A的第一列中除第一个元素外,其它元素都化为零,即

Gn1 · · ·G21A =


∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
...

...
...

0 ∗ · · · ∗

 .
下面我们可以对第二列进行类似的处理. 构造 Givens变换 G32, G42, . . . , Gn2,将第二列的第

3至第 n个元素全化为零,同时保持第一列不变.

以此类推,我们对其他列也做类似的处理. 最后,通过构造 1
2n(n − 1)个 Givens变换,将 A转

化成一个上三角矩阵 R,即

R = Gn,n−1 · · ·G21A.

令 Q = (Gn,n−1 · · ·G21)
⊺. 由于 Givens变换是正交矩阵,所以 Q也是正交矩阵. 于是,我们就得到

矩阵 A的 QR分解

A = QR.

- 与 Householder变换一样,在进行 Givens变换时,我们不需要显式地写出 Givens矩阵.

- 对于稠密矩阵而言,基于 Givens变换的 QR分解的运算量比 Householder变换要多很多.

- 如果矩阵的非零下三角元素相对较少 (比如上 Hessenberg矩阵),则可以采用 Givens变换.

3.3.5 QR分解的稳定性

由于舍入误差的原因,最后得到的矩阵 Q会带有一定的误差,可能会导致 Q失去正交性. 基

于 Householder变换和 Givens变换的 QR分解都具有很好的数值稳定性. 详细分析可以参考 [62]

和 [29]. 基于MGS的 QR分解也是向后稳定的,参见 [40].

Björck [4]证明了,通过MGS计算的矩阵 Q满足

Q
⊺
Q = I + EMGS 其中 ∥EMGS∥2 ≈ εuκ2(A).

而 Householder变换计算的矩阵 Q满足

Q
⊺
Q = I + EH 其中 ∥EH∥2 ≈ εu.

因此,如果正交性至关重要,则当 A的列向量接近线性相关时,最好使用 Householder变换.
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例 3.2 编写程序,分别用 GS, MGS和 Householder变换计算 n阶 Hilbert矩阵 H 的 QR分解,并

比较三种算法的稳定性,即观察 ∥Q̃R̃−H∥2和 ∥Q̃⊺
Q̃− I∥2的值,其中 Q̃和 R̃是计算出来的QR

分解矩阵因子. 试验结果如下: (LS_QR_stability.m)

GS MGS Householder

n ∥Q̃R̃−H∥2 ∥Q̃⊺
Q̃− I∥2 ∥Q̃R̃−H∥2 ∥Q̃⊺

Q̃− I∥2 ∥Q̃R̃−H∥2 ∥Q̃⊺
Q̃− I∥2

2 0.00e+00 1.81e-15 0.00e+00 1.81e-15 1.24e-16 2.36e-16

4 3.93e-17 3.45e-11 5.55e-17 2.98e-13 2.46e-16 7.08e-16

6 6.21e-17 5.33e-06 2.78e-17 5.81e-10 1.49e-16 9.49e-16

8 7.48e-17 1.03e+00 6.59e-17 4.38e-07 2.57e-16 1.44e-15

10 6.52e-17 3.00e+00 7.49e-17 4.16e-04 6.36e-16 1.00e-15

12 7.87e-17 4.00e+00 7.55e-17 8.52e-02 4.68e-16 9.52e-16

14 6.54e-17 7.00e+00 8.54e-17 9.96e-01 5.71e-16 8.35e-16
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3.4 奇异值分解

奇异值分解 (SVD)不仅仅是矩阵计算中非常有用的工具之一,也是图像处理、数据分析、压

缩感知等领域的重要技术.

3.4.1 奇异值与奇异值分解

设 A ∈ Cm×n (m ≥ n),则 A∗A ∈ Cn×n 和 AA∗ ∈ Cm×m 都是 Hermitian半正定矩阵,且它们

具有相同的非零特征值 (都是正实数).

定理 3.10 (SVD) [21]设 A ∈ Cm×n (m ≥ n),则存在酉矩阵 U ∈ Cm×m和 V ∈ Cn×n使得

U∗AV =

[
Σ

0

]
或 A = U

[
Σ

0

]
V ∗, (3.9)

其中 Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Rn×n,且 σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0. 分解 (3.9)称为 A的奇异值

分解 (SVD ),而 σ1, σ2, . . . , σn则称为 A的奇异值. (板书)

证明. 首先假设 A ̸= 0,否则只需令 Σ = 0即可, U 和 V 可以是任意酉矩阵.

下面我们对m和 n用归纳法来证明.

当 n = 1, m ≥ 1时,我们取 Σ = ∥A∥2, V = 1, U ∈ Cm×m 是第一列为 u1 = A/∥A∥2 的酉矩
阵,于是

A = U

[
Σ

0

]
V ∗

即为 A的奇异值分解.

假设 C(m−1)×(n−1) 中的矩阵都存在奇异值分解,下面证明 A ∈ Cm×n 也存在有奇异值分解.

由 2-范数的定义可知,存在向量 v ∈ Cn满足 ∥v∥2 = 1使得 ∥A∥2 = ∥Av∥2. 令

u =
1

σ
Av ∈ Cm, 其中 σ = ∥A∥2,

则 ∥u∥2 = 1. 我们将 v 和 u 都扩充成酉矩阵, 即存在 Ũ ∈ Cm×(m−1) 和 Ṽ ∈ Cn×(n−1), 使得

[u, Ũ ] ∈ Cm×m和 [v, Ṽ ] ∈ Cn×n都是酉矩阵. 于是

Ũ∗Av = Ũ∗(σu) = 0, u∗Av = u∗(σu) = σ.

所以

Ã ≜
[
u, Ũ

]∗
A
[
v, Ṽ

]
=

[
u∗Av u∗AṼ

Ũ∗Av Ũ∗AṼ

]
=

[
σ u∗AṼ

0 Ũ∗AṼ

]
.

又

σ = ∥A∥2 =
∥∥∥Ã∥∥∥

2
=
∥∥∥Ã∗

∥∥∥
2
≥
∥∥∥Ã∗e1

∥∥∥
2
=
∥∥∥[σ, u∗AṼ ]∗∥∥∥

2
=

√
σ2 + ∥u∗AṼ ∥22 ,

所以 ∥u∗AṼ ∥2 = 0,即 u∗AṼ = 0. 于是[
u, Ũ

]∗
A
[
v, Ṽ

]
=

[
σ 0

0 A1

]
,
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其中 A1 = Ũ∗AṼ ∈ C(m−1)×(n−1). 由归纳假设可知, A1存在奇异值分解,设为

A1 = U1

[
Σ1

0

]
V ∗
1 ,

其中 U1 ∈ C(m−1)×(m−1) 和 V1 ∈ C(n−1)×(n−1) 都是酉矩阵, Σ1 ∈ R(n−1)×(n−1) 是对角矩阵,且其

对角线元素按降序排列. 令

U =
[
u, Ũ

] [1 0

0 U1

]
, V =

[
v, Ṽ

] [1 0

0 V1

]
,

则 U ∈ Cm×m和 V ∈ Cn×n都是酉矩阵,且

U∗AV =

[
1 0

0 U1

]∗ [
u, Ũ

]∗
A
[
v, Ṽ

] [1 0

0 V1

]

=

[
1 0

0 U1

]∗ [
σ 0

0 A1

][
1 0

0 V1

]

=

[
σ 0

0 U∗
1A1V1

]
=

[
Σ

0

]
, (3.10)

其中 Σ =

[
σ 0

0 Σ1

]
. 又

σ2 = ∥A∥22 = ∥U∗AV ∥22 =

∥∥∥∥∥
[
Σ

0

]∥∥∥∥∥
2

2

= ρ

([
σ2 0

0 Σ2
1

])
,

所以 σ 不小于 Σ1 中的所有对角线元素,即 Σ的对角线元素也是按降序排列. 因此, (3.10)这就是

A的奇异值分解.

由归纳法可知,定理的结论成立. □

- 该定理也可以通过 Hermitian半正定矩阵的特征值分解来证明.

- 如果 A ∈ Rm×n是实矩阵,则 U , V 也都可以是实矩阵 [30].

由 (3.9)可知,

A∗A = V Σ∗ΣV ∗, AA∗ = U

[
ΣΣ∗ 0

0 0

]
U∗.

所以 σ21, σ
2
2, . . . , σ

2
n是 A∗A和 AA∗的特征值. 因此, A的奇异值就是 A∗A的特征值的平方根.

若 rank(A) = r ≤ n,则有

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > σr+1 = · · · = σn = 0.

特别地,如果 rank(A) = n,则奇异值都是正的,此时对角矩阵 Σ非奇异.

矩阵 U = [u1, u2, . . . , um]和 V = [v1, v2, . . . , vn]的列向量分别称为 A的左奇异向量和右奇

异向量,即存在关系式

Avi = σiui, i = 1, 2, . . . , n,

A∗ui = σivi, i = 1, 2, . . . , n,
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A∗ui = 0, i = n+ 1, n+ 2, . . . ,m.

由定理 3.10可知

A = U

[
Σ

0

]
V ∗ = σ1u1v

∗
1 + σ2u2v

∗
2 + · · ·+ σnunv

∗
n =

n∑
i=1

σiuiv
∗
i .

记 Un = [u1, u2, . . . , un] ∈ Cm×n,则 Un是单位列正交矩阵 (即 U∗
nUn = In×n),且

A = UnΣV
∗. (3.11)

这就是所谓的细 SVD (thin SVD ) [21]或降阶 SVD (reduced SVD ) [56],有的文献将 (3.11)称为

奇异值分解.

设 k < n,我们称

Ak = σ1u1v
∗
1 + σ2u2v

∗
2 + · · ·+ σkukv

∗
k =

k∑
i=1

σiuiv
∗
i

为 A的截断 SVD (truncated SVD ).若 rank(A) = r < n,则有

A = Ar =
r∑

i=1

σiuiv
∗
i .

奇异值的应用

• 计算矩阵范数和条件数
• 计算矩阵的数值秩 (numerical rank)
• 求解最小二乘问题
• 矩阵和张量的低秩分解
• 图像处理,压缩感知,主成分分析,数据降维, ...

3.4.2 奇异值的性质

下面是关于奇异值的一些基本性质:

定理 3.11 设 A = U

[
Σ

0

]
V ∗是 A ∈ Cm×n (m ≥ n)的奇异值分解,则下面结论成立:

(1) A∗A的特征值是 σ2i ,对应的特征向量是 vi, i = 1, 2, . . . , n;

(2) AA∗的特征值是 σ2i 和m− n个零,对应的特征向量是 ui, i = 1, 2, . . . ,m;

(3) ∥A∥2 = σ1, ∥A∥F =
√
σ21 + σ22 + · · ·+ σ2n;

(4) 若 rank(A) = r ≤ n,则

Ran(A) = span{u1, u2, . . . , ur}, Ker(A) = span{vr+1, vr+2, . . . , vn};

(5) (酉不变性)设 X ∈ Cm×m和 Y ∈ Cn×n是酉矩阵,则 σi(X
∗AY ) = σi(A).

(留作练习)
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定理 3.12 设 A = UΣV ∗是 A ∈ Cn×n的奇异值分解,则下面结论成立:

(1) | det(A)| = σ1σ2 · · ·σn;

(2) 若 A非奇异,则 ∥A−1∥2 = σ−1
n , κ2(A) = σ1/σn; (留作练习)

SVD的一个重要应用是计算矩阵的低秩逼近.

定理 3.13 设 A = UnΣV
∗是 A ∈ Cm×n的降阶奇异值分解. 令 Ak =

k∑
i=1

σiuiv
∗
i ,则 Ak 是

min
B∈Cm×n, rank(B)=k

∥A−B∥2 (3.12)

的一个解,且

∥A−Ak∥2 = σk+1.

此时,我们称 Ak 是 A的一个秩-k逼近. (板书)

证明. 设 B ∈ Cm×n且 rank(B) = k,则

dim(Ker(B)) + dim(span{Vk+1}) = (n− k) + (k + 1) = n+ 1 > n,

其中 Vk+1 = [v1, v2, . . . , vk+1] ∈ Cn×(k+1). 所以 Ker(B)与 span{Vk+1}有非零公共元素. 令 0 ̸=
x ∈ Ker(B) ∩ span{Vk+1},不失一般性,我们假设 ∥x∥2 = 1. 故存在 y ∈ Ck+1 满足 ∥y∥2 = 1使得

x = Vk+1y. 于是

∥A−B∥22 ≥ ∥(A−B)x∥22 = ∥Ax∥22 = ∥UnΣV
∗Vk+1y∥22

=

∥∥∥∥∥Σ
[
Ik+1

0

]
y

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥
[
Σ1y

0

]∥∥∥∥∥
2

2

=

k+1∑
i=1

σ2i |yi|2 ≥ σ2k+1,

其中 Σ1 = diag(σ1, σ2, . . . , σk+1). 这里我们利用了性质
∑k+1

i=1 |yi|2 = ∥y∥22 = 1. 所以

min
B∈Cm×n, rank(B)=k

∥A−B∥2 ≥ σk+1.

又 rank(Ak) = k,且

∥A−Ak∥2 =

∥∥∥∥∥
n∑

i=k+1

σiuiv
∗
i

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Un



0
. . .

0
σk+1

. . .
σn


V ∗

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2

= σk+1,

所以

min
B∈Cm×n, rank(B)=k

∥A−B∥2 = σk+1,

且 Ak 是问题 (3.12)的一个解. □

- 定理中的 (3.12)式也可以改写为

min
B∈Cm×n, rank(B)≤k

∥A−B∥2 (3.13)
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3.5 线性最小二乘问题的求解方法

3.5.1 正规方程

定理 3.14 设 A ∈ Rm×n (m ≥ n), 则 x∗ ∈ Rn 是线性最小二乘问题 (3.1) 的解当且仅当残量

r = b−Ax∗与 Ran(A) (值域)正交,即 x∗是下面的正规方程 (或法方程)的解

A
⊺
(b−Ax) = 0 或 A

⊺
Ax = A

⊺
b. (3.14)

(板书)

证明. 充分性: 设 x∗是正规方程 (7.8)的解. 对任意向量 y ∈ Rn,由 (b−Ax∗)⊥Ran(A)可知

∥Ay − b∥22 = ∥(Ax∗ − b) +A(y − x∗)∥22
= ∥Ax∗ − b∥22 + ∥A(y − x∗)∥22
≥ ∥Ax∗ − b∥22.

因此, x∗是线性最小二乘问题 (3.1)的解.

必要性: 设 x∗ 是线性最小二乘问题 (3.1) 的解. 用反证法, 假定 z ≜ A
⊺
(b − Ax∗) ̸= 0. 取

y = x∗ + αz,其中 α > 0,则有

∥Ay − b∥22 = ∥Ax∗ − b+ αAz∥22 = ∥Ax∗ − b∥22 − 2α∥z∥22 + α2∥Az∥22.

由于 ∥z∥2 > 0,当 α充分小时,有 2∥z∥22 > α∥Az∥22,即上式右端小于 ∥Ax∗ − b∥22. 这与 x∗ 是最小

二乘解相矛盾. 所以 z = 0,即 A
⊺
(b−Ax∗) = 0. □

由定理 3.14可知,求线性最小二乘问题 (3.1)的解等价于求正规方程 (7.8)的解. 由于

A
⊺
b ∈ Ran(A⊺

) = Ran(A⊺
A),

因此正规方程 A
⊺
Ax = A

⊺
b是相容 (consistent)的,即最小二乘解总是存在的. 当 A非奇异时,这

个解也是唯一的.

定理 3.15 设 A ∈ Rm×n (m ≥ n),则 A
⊺
A对称正定当且仅当 A是列满秩的,即 rank(A) = n.

此时,线性最小二乘问题 (3.1)的解是唯一的,其表达式为

x∗ = (A
⊺
A)−1A

⊺
b.

最小二乘解的几何含义

根据定理 3.14,我们可以把 b写成

b = Ax∗ + r, 其中 r⊥Ran(A).

所以 Ax∗就是 b在 Ran(A)上的正交投影,见右图.

需要指出的是, 最小二乘解可能并不唯一, 但上述

分解是唯一的.
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3.5.2 Cholesky分解法

当 A 列满秩时, 我们就可以使用 Cholesky 分解来求解正规方程, 总的运算量大约为 mn2 +
1

3
n3 + O(n2),其中大部分的运算量是用来计算 A

⊺
A (由于 A

⊺
A对称,因此只需计算其下三角部

分).

- 用 Cholesky分解求解正规方程,运算量最小,而且简单直观.

- 但由于 A
⊺
A的条件数是 A的条件数的平方,因此对于病态问题 (即 A的条件数比较大),不

建议使用该方法.

例 3.3 下面的例子说明,计算 A
⊺
A可能会损失计算精度: 设

A =


1 1 1
ε
ε
ε

 ,
则

A
⊺
A =


1 + ε2 1 1

1 1 + ε2 1

1 1 1 + ε2

 .
记 εu 为机器精度,则当 εu < ε <

√
εu 时有 ε2 < εu,由于舍入误差的原因,通过浮点运算计算得

到的 A
⊺
A是奇异的. 但我们注意到 A是满秩的.

3.5.3 QR分解法

这里假定 A ∈ Rm×n (m ≥ n)是满秩的. 设 A的 QR分解为 A = QR,由定理 3.14可知,最小

二乘解为

x∗ = (A
⊺
A)−1A

⊺
b = (R

⊺
Q
⊺
QR)−1R

⊺
Q
⊺
b = (R

⊺
R)−1R

⊺
Q
⊺
b = R−1Q

⊺
b.

- QR分解法的运算量大约为 2mn2 (如果采用 Householder变换的话,运算量大约为 4mn2 −
4n3/3). 当m≫ n时,大约为正规方程的两倍.

- QR分解法比较稳定,是当前求解最小二乘问题的首选方法,特别是当 A条件数较大 (病态)

时.

3.5.4 奇异值分解法

设 A ∈ Rm×n 列满秩, A = U

[
Σ

0

]
V
⊺ 是 A的奇异值分解. 令 Un 为 U 的前 n列组成的矩阵,

即 U = [Un, Ũ ],则

∥Ax− b∥22 =

∥∥∥∥∥U
[
Σ

0

]
V
⊺
x− b

∥∥∥∥∥
2

2
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=

∥∥∥∥∥
[
Σ

0

]
V
⊺
x− [Un, Ũ ]

⊺
b

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥
[
ΣV

⊺
x− U⊺

n b

−Ũ⊺
b

]∥∥∥∥∥
2

2

= ∥ΣV ⊺
x− U⊺

n b∥22 + ∥Ũ
⊺
b∥22 ≥ ∥Ũ

⊺
b∥22,

等号当且仅当 ΣV
⊺
x− U⊺

n b = 0时成立,即

x = (ΣV
⊺
)−1U

⊺
n b = V Σ−1U

⊺
n b.

这就是线性最小二乘问题 (3.1)的解.

- 相比于 Cholesky分解法和 QR分解法,用 SVD求解最小二乘问题具有更高的健壮性,但由

于需要计算系数矩阵的 SVD,运算量远超 Cholesky分解法和 QR分解法. 所以只有当系数

矩阵秩亏或者接近秩亏时才使用 (此时 QR分解法可能会失效).

例 3.4 分别用三种方法求解最小二乘问题,比较运算时间. (LS_3methods.m)

三种方法的运算时间如下 (A ∈ R2n×n, b ∈ Rn,以秒为单位):

n 正规方程法 QR分解法 奇异值分解法

500 0.0050 0.0220 0.0370

1000 0.0160 0.0340 0.1440

1500 0.0490 0.1330 0.5530

2000 0.0870 0.2070 1.4840

2500 0.1910 0.4430 3.1160

3000 0.2500 0.6950 5.9600

3500 0.4640 1.2130 10.0500

4000 0.4940 1.5700 14.8750

4500 0.6690 2.1680 20.6410

5000 1.0720 2.9350 28.6360

b 这里结果可能受计算机系统和软件优化影响,并不一定能准确反映各种方法的实际运算量.
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3.6 课后习题

练习 3.1 设 A ∈ Rm×n,其中m ≥ n. 试证明: 矩阵

[
I A

A
⊺

0

]
非奇异的充要条件是 rank(A) = n.

练习 3.2∗设 B ∈ Rm×m对称半正定, A ∈ Rm×n,其中m ≥ n. 试证明: 矩阵

[
B A

A
⊺

0

]
非奇异的充

要条件是 A列满秩且矩阵 [B,A]行满秩 (即 A列满秩且 Ker(B) ∩ Ker(A⊺
) = {0}).

练习 3.3 设 τ ̸= 0,向量 u, v ∈ Rn均不为零,求矩阵 E(u, v, τ) = I − τuv⊺的特征值.

练习 3.4 设 A ∈ Rn×n是正交矩阵,则 A可表示成至多 n个 Householder变换的乘积.

练习 3.5 设 A ∈ Rn×n是正交矩阵,则 A可表示成至多
1

2
n(n− 1)个 Givens变换的乘积.

练习 3.6 设 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn是一个非零向量, H 是 Householder矩阵,满足 Hx = αe1.

证明: H 的第一列与 x平行.

练习 3.7 设 Hk ∈ Rk×k 是 Householder变换,其中 k < n.

证明: Hn =

[
In−k 0

0 Hk

]
是 n阶 Householder变换.

练习 3.8 设 R =

[
r11 r12

0 r22

]
∈ R2×2,求一个 Givens变换 G,使得 G

⊺
RG =

[
r22 r12

0 r11

]
.

练习 3.9 设 R ∈ Rn×n 是一个上三角矩阵,且对角线元素互不相同. 证明: 存在正交矩阵 Q,使得

Q
⊺
RQ为上三角矩阵,且对角线元素为 R的对角线元素的降序排列.

练习 3.10 证明定理 3.11和定理 3.12. (奇异值的相关性质)

练习 3.11 设 A ∈ Rn×n,证明 ρ(A) ≤ σ1(A) .

练习 3.12 (极分解)设 A ∈ Cn×n. 证明:

(1)存在酉矩阵 U 和唯一的 Hermitian半正定矩阵 P ,使得 A = PU .

(2)进一步,若 A非奇异,则 U 也唯一.

练习 3.13∗设 A ∈ Cn×n.

证明: A可对角化当且仅当存在 Hermitian正定矩阵 P 使得 P−1AP 是正规矩阵.

练习 3.14 设 A ∈ Rn×n,证明 ∥A∥2F ≥
n∑

i=1
|λi(A)|2.

练习 3.15 设 A ∈ Cn×n有 n个互不相同的非零特征值,其 Schur分解为 A = URU∗,其中 U 为酉

矩阵, R为上三角矩阵. 设矩阵 B ∈ Cn×n满足 AB = BA. 证明: U∗BU 是上三角矩阵.

练习 3.16 证明下面的结论:

(1) 设 A,B ∈ Rn×n 可交换,即 AB = BA. 若 A是对角矩阵且对角线元素互不相等,则 B

也是对角矩阵.

(2) 设 A,B ∈ Rn×n 可交换, 即 AB = BA. 若 A 是块对角矩阵且对角块为标量矩阵, 即

A = blkdiag(λ1In1 , λ2In2 , . . . , λpInp),其中n1+n2+· · ·+np = n,且λi互不相等,则B是
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· 90 · 第三讲 线性最小二乘问题

具有相应分块结构的块对角矩阵,即 B = blkdiag(B1, B2, . . . , Bp),其中 dim(Bi) = ni,

i = 1, 2, . . . , p.

(3) 设 A,B ∈ Rn×n 都是对称矩阵. 试证明: AB = BA的充要条件是存在正交矩阵 Q使

得

QAQ
⊺
= ΛA, QBQ

⊺
= ΛB,

其中 ΛA和 ΛB 分别表示由 A和 B 的特征值构成的对角矩阵.

练习 3.17 用 Householder变换计算矩阵 A =


1 1 1

2 −1 −1
2 −4 10

的 QR分解.

练习 3.18 设 A ∈ Rn×n是一个对角加边矩阵

A =



a1 b2 b3 · · · bn
c2 a2

c3 a3
...

. . .

cn an


.

试给出用 Givens变换计算 A的 QR分解的详细算法,使得运算量为 O(n2).

练习 3.19 设 A ∈ Rm×n (m ≥ n)且 rank(A) = n. 计算矩阵

[
I A

A
⊺

0

]
的谱条件数. (用 A的奇异

值表示)

练习 3.20∗设 A ∈ Rm×n, W ∈ Rp×n,试给出矩阵 A
⊺
A+W

⊺
W 非奇异的一个充要条件.

练习 3.21∗设 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Cn是一个非零复向量,问: 是否存在 Householder矩阵 H(v)

使得 H(v)x = αe1? 若存在,如何计算 v?

练习 3.22∗设 A ∈ Rm×n (m ≥ n),如果 A不是满秩的,如何求解相应的最小二乘问题?

实践题

练习 3.23 编写 Householder变换函数: 对任意给定的变量 x ∈ Rn,输出 v 使得 H(v)x = ∥x∥2e1,
其中 H(v) = I − 2vv

⊺,

函数原型: v=House2(x)

练习 3.24 编写 Householder变换函数: 对任意给定的变量 x ∈ Rn,输出 v 使得 H(v)x = ∥x∥2e1,
其中 H(v) = I − βvv⊺且 v的第一个分量为 1.

函数原型: [beta,v]=House3(x)

练习 3.25 编写基于 Householder变换的 QR分解,

函数原型: [Q,R]=QR_Householder(A)
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直接法的运算量为 O(n3),所以随着未知量个数的增大,直接法的运算量也随之快速增长. 对

于大规模的线性方程组,由于运算量太大,除了具有特殊结构的线性方程组外,直接法一般不再被

采用,取而代之的是迭代法.

考虑线性方程组

Ax = b,

其中 A ∈ Rn×n 非奇异. 迭代法的基本思想: 给定一个迭代初始值 x(0),通过一定的迭代格式生成

一个迭代序列 {x(k)}∞k=0,使得

lim
k→∞

x(k) = x∗ ≜ A−1b.

目前常用的迭代法主要有两类,一类是定常迭代法,如 Jacobi, Gauss-Seidel, SOR等. 另一类是

子空间迭代法,如 CG, GMRES等.

关于迭代法的相关参考文献

[1] G. H. Golub and C. F. Van Loan, Matrix Computations, 4th, 2013 [21]

[2] R. S. Varga, Matrix Iterative Analysis, 2nd, 2000 [58]

[3] D. M. Young, Iterative Solution of Large Linear Systems, 1971 [63]

[4] Y. Saad, Iterative Methods for Sparse Linear Systems, 2nd, 2003 [49]

4.1 定常迭代法

4.1.1 迭代法基本概念

当直接求解 Ax = b 比较困难时, 我们可以求解一个近似线性方程组 Mx = b, 其中 M 是

A 在某种意义下的近似, 其对应的线性方程组比较容易求解. 然后我们用 Mx = b 的解来近似

Ax = b的解. 如果近似解满足精度要求,则停止计算,否则就通过某种修正方法来提升近似解的

精度,直到满足要求为止. 下面给出具体的描述.

记Mx = b的解为 x(1). 易知它与原方程的解 x∗ = A−1b之间的误差满足

A
(
x∗ − x(1)

)
= b−Ax(1).

如果 x(1)已经满足精度要求,即非常接近真解 x∗,则可以停止计算,否则需要修正.
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· 92 · 第四讲 线性方程组迭代法

记 ∆x ≜ x∗ − x(1),则 ∆x满足方程

A∆x = b−Ax(1).

如果能解出 ∆x,则 x(1) + ∆x就是精确解. 但由于直接求解该方程比较困难,因此我们还是通过

求解近似方程

M∆x = b−Ax(1)

得到一个近似的修正量 ∆̃x. 于是修正后的近似解为

x(2) ≜ x(1) + ∆̃x = x(1) +M−1(b−Ax(1)).

如果 x(2)已经满足精度要求,则停止计算,否则继续按以上的方式进行修正.

不断重复以上步骤,于是我们就得到一个近似解组成的向量序列

x(1), x(2), . . . , x(k), . . . .

它们满足下面的递推关系

x(k+1) = x(k) +M−1(b−Ax(k)), k = 1, 2, . . . .

这就构成了一个迭代法. 由于每次迭代的格式是一样的,因此称为定常迭代法.

好的定常迭代法需要考虑的两个方面

(1) 以M 为系数矩阵的线性方程组必须比原线性方程组更容易求解.

(2) M 应该是 A的一个很好的近似: 迭代序列 {x(k)}快速收敛到真解 x∗.

目前一类常用的定常迭代法是基于矩阵分裂的迭代法,如 Jacobi迭代法, G-S (Gauss-Seidel)迭

代法, SOR (Successive Overrelaxation,超松弛)迭代法等.

定义 4.1 (矩阵分裂Matrix Splitting) 设 A ∈ Rn×n非奇异,我们称

A =M −N (4.1)

为 A的一个矩阵分裂,其中M 非奇异.

给定一个矩阵分裂 (4.1),则原方程组 Ax = b就等价于Mx = Nx + b. 于是我们就可以构造

以下的迭代格式

Mx(k+1) = Nx(k) + b , k = 0, 1, . . . , (4.2)

或

x(k+1) =M−1Nx(k) +M−1b ≜ Gx(k) + g , k = 0, 1, . . . , (4.3)

其中 G ≜ M−1N 称为迭代矩阵, x(0) 为迭代初值,可以任意给定 (如零向量),或者通过其他方法

获取. 这就是基于矩阵分裂 (4.1)的定常迭代法,其中 x(k)称为第 k步迭代解.

显然,选取不同的M ,就可以构造出不同的迭代法. 下面介绍三个经典的迭代法.
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4.1 定常迭代法 · 93 ·

4.1.2 Jacobi迭代法

将矩阵 A写成

A = D − L− U ,

其中 D为 A的对角线部分, −L和 −U 分别为 A的严格下三角和严格上三角部分.

在矩阵分裂 A =M −N 中取M = D, N = L+ U ,则可得 Jacobi迭代法:

x(k+1) = D−1(L+ U)x(k) +D−1b , k = 0, 1, 2, . . . . (4.4)

对应的迭代矩阵为

GJ ≜ D−1(L+ U) .

写成分量形式即为

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − n∑
j=1,j ̸=i

aijx
(k)
j

 , i = 1, 2, . . . , n.

- 由于 Jacobi迭代中 x
(k+1)
i 的更新顺序与 i无关,即可以按顺序 i = 1, 2, . . . , n计算,也可以

按顺序 i = n, n− 1, . . . , 2, 1计算,或者乱序计算. 因此 Jacobi迭代非常适合并行计算.

算法 4.1. 求解线性方程组的 Jacobi迭代法

1: Given an initial guess x(0)

2: while not converge do %停机准则

3: for i = 1 to n do

4: x
(k+1)
i =

(
bi −

n∑
j=1,j ̸=i

aijx
(k)
j

)/
aii

5: end for

6: end while

- 在对线性方程组进行数值求解时, “停机准则”一般是指要求相对残量满足一定的精度,即
∥b−Ax(k)∥
∥b−Ax(0)∥

< tol,

其中 tol是一个事前给定的精度要求,如 10−6或 10−8等.

我们也可以将 Jacobi迭代格式写为

x(k+1) = x(k) +D−1(b−Ax(k)) = x(k) +D−1rk, k = 0, 1, 2, . . . ,

其中 rk ≜ b−Ax(k)是第 k次迭代后的残量. 这表明, x(k+1)是通过对 x(k)做修正得到的.
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· 94 · 第四讲 线性方程组迭代法

4.1.3 Gauss-Seidel迭代法

在分裂 A =M −N 中取M = D − L, N = U ,即可得 Gauss-Seidel (G-S)迭代法 :

x(k+1) = (D − L)−1Ux(k) + (D − L)−1b , k = 0, 1, 2, . . . . (4.5)

对应的迭代矩阵为

GGS ≜ (D − L)−1U .

将 G-S迭代格式 (4.5)改写为

Dx(k+1) = Lx(k+1) + Ux(k) + b,

即可得分量形式

x
(k+1)
i =

1

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 1, 2, . . . , n.

算法 4.2. 求解线性方程组的 G-S迭代法

1: Given an initial guess x(0)

2: while not converge do

3: for i = 1 to n do

4: x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
5: end for

6: end while

- G-S迭代法的主要优点是充分利用了已经获得的最新数据,因此可能会更快收敛.

- G-S迭代法对 x(k+1) 的分量的更新有顺序要求,即必须按 x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , . . . , x

(k+1)
n 的顺序

进行更新,因此不适合并行计算.

4.1.4 SOR迭代法

在 G-S 迭代法的基础上, 我们可以通过引入一个松弛参数 ω 来加快收敛速度. 这就是 SOR

(Successive Overrelaxation)迭代法的基本思想. SOR将 G-S方法中的第 k + 1步近似解与第 k步近

似解做一个加权平均,从而给出一个新的近似解,即

x(k+1) = (1− ω)x(k) + ωD−1
(
Lx(k+1) + Ux(k) + b

)
. (4.6)

整理后即为

x(k+1) = (D − ωL)−1
(
(1− ω)D + ωU

)
x(k) + ω(D − ωL)−1b , (4.7)

其中 ω称为松弛参数.

• 当 ω = 1时, SOR即为 G-S迭代法,
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• 当 ω < 1时,称为低松弛迭代法,
• 当 ω > 1时,称为超松弛迭代法.

- SOR方法曾经在很长一段时间内是求解线性方程组的首选方法.

- 在大多数情况下,当 ω > 1时会取得比较好的收敛效果.

SOR的迭代矩阵为

GSOR = (D − ωL)−1
(
(1− ω)D + ωU

)
,

对应的矩阵分裂为

M =
1

ω
D − L, N =

1− ω
ω

D + U.

由 (4.6)可知, SOR迭代的分量形式为

x
(k+1)
i = (1− ω)x(k)i +

ω

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j


= x

(k)
i +

ω

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i

aijx
(k)
j



算法 4.3. 求解线性方程组的 SOR迭代法

1: Given an initial guess x(0) and parameter ω

2: while not converge do

3: for i = 1 to n do

4: x
(k+1)
i = (1− ω)x(k)i +

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
5: end for

6: end while

- SOR方法最大的优点是引入了松弛参数 ω,通过选取适当的 ω可以大大提高方法的收敛速

度. 但如何确定 SOR的最优松弛参数是一件非常困难的事!

例 4.1 分别用 Jacobi, G-S和 SOR(ω = 1.1)迭代法求解线性方程组 Ax = b,其中

A =


2 −1 0

−1 3 −1
0 −1 2

 , b =


1

8

−5

 .
初始向量设为 x(0) = [0, 0, 0]

⊺,迭代过程中保留小数点后四位. (Iter_Jacobi_GS_SOR_01.m)
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解. Jacobi迭代法: 迭代格式为 
x
(k+1)
1 =

1

2

(
1 + x

(k)
2

)
x
(k+1)
2 =

1

3

(
8 + x

(k)
1 + x

(k)
3

)
x
(k+1)
3 =

1

2

(
−5 + x

(k)
2

)
直接计算可得

x(1) = [0.5000, 2.6667,−2.5000]⊺, . . . , x(21) = [2.0000, 3.0000,−1.0000]⊺.

G-S迭代法: 迭代格式为 
x
(k+1)
1 =

1

2

(
1 + x

(k)
2

)
x
(k+1)
2 =

1

3

(
8 + x

(k+1)
1 + x

(k)
3

)
x
(k+1)
3 =

1

2

(
−5 + x

(k+1)
2

)
直接计算可得

x(1) = [0.5000, 2.8333,−1.0833]⊺, . . . , x(9) = [2.0000, 3.0000,−1.0000]⊺.

SOR迭代法: 迭代格式为
x
(k+1)
1 = x

(k)
1 +

ω

2

(
1− 2x

(k)
1 + x

(k)
2

)
x
(k+1)
2 = x

(k)
2 +

ω

3

(
8 + x

(k+1)
1 − 3x

(k)
2 + x

(k)
3

)
x
(k+1)
3 = x

(k)
3 +

ω

2

(
−5 + x

(k+1)
2 − 2x

(k)
3

)
令 ω = 1.1,直接计算可得

x(1) = [0.5500, 3.1350,−1.0257]⊺, . . . , x(7) = [2.0000, 3.0000,−1.0000]⊺.

□

例 4.2 编程实践: 分别用 Jacobi, G-S和 SOR(ω = 1.5)迭代法求解线性方程组 Ax = b,其中

A =


2 −1

−1 . . . . . .
. . . . . . −1
−1 2

 , b =


1

0
...

0

 .
初始向量设为 x(0) = [0, 0, . . . , 0]

⊺. (Iter_Jacobi_GS_SOR_02.m)

关于定常迭代法的注记

定常迭代法主要取决于 M 的选取: 一方面要使得以 M 为系数矩阵的线性方程组更容易求

解,另一方面也要使得M 是 A在某种意义下的很好近似. 一般来说,要构造出好的定常迭代

法,必须充分利用原问题本身的结构特点.
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4.2 收敛性分析

4.2.1 向量序列与矩阵序列的收敛性

首先给出向量序列收敛的定义.

定义 4.2 (向量序列的收敛) 设
{
x(k)

}∞
k=0
是 Rn 中的一个向量序列. 如果存在向量 x = [x1,

x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn,使得

lim
k→∞

x
(k)
i = xi, i = 1, 2, . . . , n,

其中 x
(k)
i 表示 x(k)的第 i个分量,则称

{
x(k)

}
(按分量)收敛到 x,即 x为序列

{
x(k)

}
的极限,记

为

lim
k→∞

x(k) = x.

相类似地,我们可以给出矩阵序列收敛的定义.

定义 4.3 (矩阵序列的收敛) 设
{
A(k) =

[
a
(k)
ij

]}∞

k=0
是 Rn×n 中的一个矩阵序列. 如果存在矩阵

A = [aij ] ∈ Rn×n,使得

lim
k→∞

a
(k)
ij = aij , i, j = 1, 2, . . . , n,

则称 A(k) (按分量)收敛到 A,即 A为 A(k)的极限,记为

lim
k→∞

A(k) = A.

例 4.3 设 0 < |a| < 1,考虑矩阵序列
{
A(k)

}
,其中

A(k) =

[
a 1

0 a

]k
, k = 1, 2, . . . .

易知当 k →∞时,有

A(k) =

[
a 1

0 a

]k
=

[
ak kak−1

0 ak

]
→

[
0 0

0 0

]
.

关于向量序列和矩阵序列的收敛性,我们有下面的一般判别方法.

定理 4.1 设向量序列 {x(k)}∞k=0 ⊂ Rn,矩阵序列
{
A(k) =

[
a
(k)
ij

]}∞

k=0
⊂ Rn×n,则

(1) lim
k→∞

x(k) = x当且仅当 lim
k→∞

∥x(k) − x∥ = 0,其中 ∥ · ∥为任一向量范数;

(2) lim
k→∞

A(k) = A当且仅当 lim
k→∞

∥A(k) −A∥ = 0,其中 ∥ · ∥为任一矩阵范数;

(板书,根据范数的等价性,只需证明对无穷范数成立即可)
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例 4.4 由定理 4.1可以立即得到下面的两个结论:

lim
k→∞

A(k) = 0⇐⇒ lim
k→∞

∥A(k)∥ = 0

和

lim
k→∞

Ak = 0⇐⇒ lim
k→∞

∥Ak∥ = 0

定理 4.2 设矩阵序列
{
A(k) =

[
a
(k)
ij

]}∞

k=0
⊂ Rn×n,则

lim
k→∞

A(k) = 0⇐⇒ lim
k→∞

A(k)x = 0, ∀x ∈ Rn.

(板书)

证明. 先证明必要性. 由条件 lim
k→∞

A(k) = 0可知,对任意算子范数都有 lim
k→∞

∥A(k)∥ = 0. 因此,对

任意 x ∈ Rn有

∥A(k)x∥ ≤ ∥A(k)∥ · ∥x∥ → 0 (k →∞) 即 lim
k→∞

A(k)x = 0.

下面证明充分性. 取 x = ei,即单位矩阵的第 i列,则由 lim
k→∞

A(k)ei = 0可知, A(k) 的第 i列

的极限为 0. 令 i = 1, 2, . . . , n,则可得 lim
k→∞

A(k) = 0. □

定理 4.3 设 A ∈ Rn×n,若存在矩阵范数使得 ∥A∥ < 1,则 lim
k→∞

Ak = 0. (板书)

证明. 由条件 ∥A∥ < 1可知,

∥Ak∥ ≤ ∥A∥k → 0 (k →∞).

所以 lim
k→∞

Ak = 0. □

定理 4.4 设 A ∈ Rn×n,则 lim
k→∞

Ak = 0当且仅当 ρ(A) < 1. (板书)

证明. 先证明必要性,反证法. 假设 ρ(A) ≥ 1,则 A存在特征值 λ,满足 |λ| ≥ 1. 设其对应的特征向

量为 x ̸= 0,即 Ax = λx,则 Akx = λkx. 由于 |λ| ≥ 1,当 k → ∞时 λkx不可能收敛到 0,这与条

件矛盾. 所以结论成立,即 ρ(A) < 1.

下面证明充分性. 令 ε = 1
2

(
1 − ρ(A)

)
,则 ε > 0. 因此,由定理 1.15可知,存在某个矩阵范数

∥ · ∥ε,使得

∥A∥ε ≤ ρ(A) + ε =
1

2
(1 + ρ(A)) < 1.

所以由定理 4.3可知 lim
k→∞

Ak = 0. □

推论 4.5 设 A ∈ Rn×n,则 lim
k→∞

Ak = 0的充要条件是存在某个矩阵范数 ∥ · ∥,使得 ∥A∥ < 1.
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4.2.2 迭代法的收敛性

定义 4.4 对任意初始向量 x(0),设 {x(k)}是由迭代法 (4.3)生成的向量序列,如果 lim
k→∞

x(k)存在,

则称迭代法 (4.3)收敛,否则就称为发散.

- 需要注意的是, 算法收敛是指对任意初值. 也就是说, 如果存在一个初值, 使得迭代序列不

收敛,则算法就不收敛.

引理 4.6 设由迭代法 (4.3)生成的迭代序列 {x(k)}收敛,且 lim
k→∞

x(k) = x∗,则 x∗ 是原方程组的

解. (板书)

证明. 对迭代格式 (4.3)两边取极限可得

x∗ = lim
k→∞

x(k+1) = lim
k→∞

(
M−1Nx(k) +M−1b

)
=M−1Nx∗ +M−1b.

整理后可得 (M −N)x∗ = b,即 Ax∗ = b,结论成立. □

下面是定常迭代法 (4.3)的基本收敛性定理.

定理 4.7 (基本收敛性定理) 对任意初始向量 x(0),迭代法 (4.3)收敛的充要条件是 ρ(G) < 1.

(板书)

证明. 先证明必要性. 对任意向量 x̃ ∈ Rn,令 x(0) = x̃− x∗,则

x(k) − x∗ = (Gx(k−1) + g)− (Gx∗ + g) = G(x(k−1) − x∗) = · · · = Gk(x(0) − x∗) = Gkx̃.

由迭代法 (4.3)的收敛性可知, Gkx̃ = x(k) − x∗ → 0 (k →∞). 根据定理 4.2,我们有 lim
k→∞

Gk = 0.

再由定理 4.4可知 ρ(G) < 1.

下面证明充分性. 由条件 ρ(G) < 1可得 lim
k→∞

Gk = 0. 所以对任意 x(0) ∈ Rn,当 k → ∞时,

有

x(k) − x∗ = Gk(x(0) − x∗)→ 0.

故 lim
k→∞

x(k) = x∗,即迭代法 (4.3)收敛. □

由于对任意范数都有 ρ(G) ≤ ∥G∥,因此我们可以立即得到下面的结论.

定理 4.8 若存在矩阵范数使得 ∥G∥ < 1,则迭代法 (4.3)收敛

- 由于计算 ρ(G)通常比较复杂,而 ∥G∥1, ∥G∥∞ 相对比较容易计算,因此在判别迭代法收敛

性时,可以先验算一下迭代矩阵的 1-范数或∞-范数是否小于 1.

- 定理 4.8是充分条件,但不是必要条件. 判断一个定常迭代法不收敛仍然需要使用定理 4.7.

例 4.5 讨论迭代法 x(k+1) = Gx(k) + g的收敛性,其中 G =

[
0.9 0

0.3 0.8

]
.
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解. 由于 G是下三角矩阵,因此其特征值分别为 λ1 = 0.9, λ2 = 0.8. 所以 ρ(G) = 0.9 < 1. 故迭

代法收敛. □

当迭代矩阵满足 ∥G∥ < 1时,迭代法收敛. 下面的结论告诉我们,经过 k步迭代后,近似解的

误差大致会下降多少,即迭代解的近似程度如何.

定理 4.9 若存在算子范数使得 q ≜ ∥G∥ < 1,则

(1) ∥x(k) − x∗∥ ≤ qk∥x(0) − x∗∥;
(2) ∥x(k) − x∗∥ ≤

q

1− q
∥x(k) − x(k−1)∥;

(3) ∥x(k) − x∗∥ ≤
qk

1− q
∥x(1) − x(0)∥.

(板书)

证明.

(1) 由 x(k+1) = Gx(k) + g和 x∗ = Gx∗ + g可得

x(k+1) − x(k) = G
(
x(k) − x(k−1)

)
和 x(k+1) − x∗ = G

(
x(k) − x∗

)
.

因此有

∥x(k+1) − x(k)∥ =
∥∥∥G(x(k) − x(k−1)

)∥∥∥ ≤ q ∥∥∥x(k) − x(k−1)
∥∥∥ , (4.8)

和

∥x(k+1) − x∗∥ =
∥∥∥G(x(k) − x∗)∥∥∥ ≤ q ∥∥∥x(k) − x∗∥∥∥ . (4.9)

反复利用结论 (4.9)即可得 ∥x(k) − x∗∥ ≤ qk∥x(0) − x∗∥.
(2) 由 (4.9)可得

∥x(k+1) − x(k)∥ = ∥(x(k+1) − x∗)− (x(k) − x∗)∥

≥ ∥x(k) − x∗∥ − ∥x(k+1) − x∗∥

≥ (1− q)∥x(k) − x∗∥.

结合 (4.8)可得

∥x(k) − x∗∥ ≤
1

1− q
∥x(k+1) − x(k)∥ ≤ q

1− q
∥x(k) − x(k−1)∥.

(3) 反复利用 (4.8)即可得

∥x(k+1) − x(k)∥ ≤ qk∥x(1) − x(0)∥.

所以

∥x(k) − x∗∥ ≤
1

1− q
∥x(k+1) − x(k)∥ ≤ qk

1− q
∥x(1) − x(0)∥.

□

- 定理 4.9中的结论 (2)和 (3)都可以用来估计近似解 x(k) 的误差. 通常结论 (2)会更准确一

些. 因此,实际应用中有时也以相邻两次迭代解之间的相对误差作为算法终止的条件,即
∥x(k) − x(k−1)∥
∥x(k)∥

< tol,
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其中 tol是一个事前给定的精度要求,比如 10−6或 10−8等.

- 定理 4.9的条件中要求是算子范数,这是为了有相应的向量范数. 事实上也可以改为任意矩

阵范数,因为任意矩阵范数都存在相容的向量范数,见练习 4.5.

迭代法的收敛速度

考虑迭代法 (4.3),第 k步的误差为

ε(k) ≜ x(k) − x∗ = Gk(x(0) − x∗) = Gkε(0).

所以 ∥∥ε(k)∥∥∥∥ε(0)∥∥ ≤ ∥Gk∥.

因此平均每次迭代后误差的压缩率 (下降率)大约为 ∥Gk∥1/k.

定义 4.5 迭代法 (4.3)的平均收敛速度定义为

Rk(G) ≜ − ln ∥Gk∥
1
k ,

渐进收敛速度定义为

R(G) ≜ lim
k→∞

Rk(G) = − ln ρ(G).

- 平均收敛速度与迭代步数 k和矩阵范数有关,渐进收敛速度则与 k和矩阵范数无关.

- 如果 0 < ρ(G) < 1,则迭代法 (4.3)线性收敛.

- 一般来说, ρ(G)越小,迭代法 (4.3)的收敛速度越快.

如果事先给定一个精度要求,比如要求相对误差满足
∥x(k) − x∗∥
∥x(0) − x∗∥

< ε,

则可根据下面的公式估计所需迭代步数 k:

∥Gk∥ < ε =⇒ ln ∥Gk∥1/k ≤ 1

k
ln(ε) =⇒ k ≥ − ln(ε)

− ln ∥Gk∥1/k
≈ − ln(ε)

R(G)
.
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4.3 经典迭代法的收敛性

这里考虑三个经典迭代法 (Jacobi、G-S和 SOR)的收敛性. 首先,根据迭代法基本收敛性定理

4.7和定理 4.8,我们可以直接得到下面的结论:

• Jacobi迭代收敛的充要条件: ρ(GJ) < 1

• G-S迭代收敛的充要条件: ρ(GGS) < 1

• SOR迭代收敛的充要条件: ρ(GSOR) < 1

• Jacobi迭代收敛的充分条件: ∥GJ∥ < 1

• G-S迭代收敛的充分条件充分条件: ∥GGS∥ < 1

• SOR迭代收敛的充分条件充分条件: ∥GSOR∥ < 1

如果系数矩阵具有某些特殊结构,则存在一些更加简洁的判别方法. 这里考虑对角占优和对

称正定两种情形,更多情形请参见相关参考资料.

4.3.1 不可约与对角占优情形

定义 4.6 (不可约) 设 A ∈ Rn×n,如果存在置换矩阵 P ,使得 PAP
⊺为块上三角矩阵,即

PAP
⊺
=

[
A11 A12

0 A22

]
,

其中 A11 ∈ Rk×k (1 ≤ k < n),则称 A为可约矩阵,否则称为不可约矩阵.

例 4.6 直接验证可知下面两个结论成立:

(1) 设 A ∈ Rn×n,如果 A的所有元素都非零,则 A不可约.

(2) 如果 A ∈ Rn×n可约且 n ≥ 2,则 A的零元素个数 ≥ n− 1.

引理 4.10 设 A ∈ Rn×n是三对角矩阵,且三条对角线上的元素都非零,则 A不可约.

(证明可参见相关资料)

K 思考：设 A ∈ Rn×n是三对角矩阵,且上、下两条次对角线上的元素都非零,则 A是否不可

约?

在后面的讨论中,我们只考虑不可约的情形.

为什么只需考虑不可约情形

若 A可约,即存在置换矩阵 P ,使得

PAP
⊺
=

[
A11 A12

0 A22

]
,
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则线性方程组 Ax = b等价于 PAP
⊺
Px = Pb. 记 y ≜ Px, f ≜ Pb,则[

A11 A12

0 A22

][
y1

y2

]
=

[
f1

f2

]
.

因此,原方程组就转化为下面两个更小规模的子方程组

A22y2 = f2,

A11y1 = f1 −A12y2.

显然,求解这两个方程组比求解原方程组所需的运算量更少.

以此类推,如果 A22或 A11仍然是可约的,则可以转化为更小规模的子问题.

对于特征值问题,也是如此.

定义 4.7 (对角占优) 设 A ∈ Rn×n,若

|aii| ≥
∑
j ̸=i

|aij |

对所有 i = 1, 2, . . . , n都成立,且至少有一个不等式严格成立,则称 A为弱行对角占优,有时简

称行对角占优或对角占优. 若对所有 i = 1, 2, . . . , n, 不等式都严格成立, 则称 A是严格行对角

占优,简称严格对角占优.

- 类似地,可以定义列对角占优和严格列对角占优.

定理 4.11 若 A ∈ Rn×n是严格对角占优矩阵,则 A非奇异. (板书)

证明. 反证法. 假设 A奇异,即 Ax = 0存在非零解,不妨设为 x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺. 不失一般性,

设下标 k满足 ∥x∥∞ = |xk|,则 |xk| > 0. 考察 Ax = 0的第 k个方程:

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = 0.

可得

|akk| =
1

|xk|

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1,j ̸=i

akjxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1,j ̸=i

|akj | ·
|xj |
|xk|
≤

n∑
j=1,j ̸=i

|akj |,

这与 A严格对角占优矛盾. 所以 A非奇异. □

定理 4.12 设 A ∈ Rn×n是不可约的对角占优矩阵,则 A非奇异.

(留作课外自习,证明可参见相关资料)

Jacobi和 G-S的收敛性

定理 4.13 设 A ∈ Rn×n,若 A严格对角占优,则 Jacobi和 G-S迭代法都收敛. (板书)

证明. 由于 A严格对角占优,故
∑
j ̸=i

|aij |/|aii| < 1.所以

∥GJ∥∞ = ∥D−1(L+ U)∥∞ = max
1≤i≤n

∑
j ̸=i

|aij |
|aii|

< 1.
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故 Jacobi迭代法收敛.

设 λ是 G-S迭代矩阵 GGS = (D − L)−1U 的任意一个特征值,即 det(λI −GGS) = 0. 于是

det(λ(D − L)− U) = det((D − L)−1) · det(λI −GGS) = 0.

若 |λ| ≥ 1,则有

|λaii| >
n∑

j=1,j ̸=i

|λ| · |aij | ≥
i−1∑
j=1

|λaij |+
n∑

j=i+1

|aij |, i = 1, 2, . . . , n.

因此 λ(D − L) − U 是严格对角占优矩阵, 所以非奇异, 与 det(λ(D − L) − U) = 0 矛盾. 因此

|λ| < 1. 故 ρ(GGS) < 1,即 G-S迭代法收敛. □

- 事实上,当 A严格对角占优时,有

∥GGS∥∞ ≤ ∥GJ∥∞ < 1.

该结论的证明留作练习.

定理 4.14 设 A ∈ Rn×n,若 A是不可约对角占优,则 Jacobi和 G-S迭代法都收敛.

(留作课外自习,证明可参见 [58])

SOR的收敛性

我们首先给出 SOR迭代收敛的一个必要条件. 记 L̃ = D−1L, Ũ = D−1U .

定理 4.15 若 SOR迭代法收敛,则 0 < ω < 2. (板书)

证明. SOR的迭代矩阵为

GSOR = (D − ωL)−1
(
(1− ω)D + ωU

)
=
(
I − ωL̃

)−1 (
(1− ω)I + ωŨ

)
.

所以 GSOR的行列式为

det
(
GSOR

)
= det

(
(I − ωL̃)−1

)
· det

(
(1− ω)I + ωŨ

)
=
(
det(I − ωL̃)

)−1
· (1− ω)n

= (1− ω)n.

设 GSOR的特征为 λ1, λ2, . . . , λn,则

λ1λ2 · · ·λn = det
(
GSOR

)
= (1− ω)n,

故至少有一个特征值的绝对值不小于 |1− ω|,因此 ρ(GSOR) ≥ |1− ω|.

若 SOR收敛,则 ρ(GSOR) < 1,所以 |1− ω| < 1,即 0 < ω < 2. □

当 A对角占优时,我们有下面的结论.

定理 4.16 设 A ∈ Rn×n,若 A严格对角占优 (或不可约对角占优)且 0 < ω ≤ 1,则 SOR收敛.

(留作课外自习,证明可参见 [71])
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4.3.2 对称正定情形

引理 4.17 设 A ∈ Rn×n对称, A =M −N ,其中M 非奇异.

(1) 如果 A和M
⊺
+N 都是正定的,则 ρ(M−1N) < 1;

(2) 如果 ρ(M−1N) < 1且M
⊺
+N 正定,则 A是正定的.

(板书)

证明. (1)设 λ ∈ C是M−1N 的一个特征值,对应的特征向量为 x ̸= 0,即

M−1Nx = λx.

我们首先说明 λ ̸= 1. 假设 λ = 1,则可得Mx = Nx,即 Ax = 0. 由于 A非奇异,所以 x = 0,矛盾.

令 x̃ =M−1Nx = λx, u = x− x̃ = (1− λ)x. 则由练习 4.3可得

(1− |λ|2)x∗Ax = |1− λ|2x∗(M⊺
+N)x.

由于 A和M
⊺
+N 都是正定矩阵,所以上式右端为正,故 |λ| < 1. 因此 ρ(M−1N) < 1.

(2)反证法. 假设 A不是正定的. 由于 ρ(M−1N) < 1,所以 A = M(I −M−1N)非奇异,因此

存在 x(0) ∈ Rn,使得

η ≜
(
x(0)

)⊺
Ax(0) < 0.

以 x(0)为初始点,构造迭代序列

x(k) =M−1Nx(k−1), k = 1, 2, . . . .

由 ρ(M−1N) < 1可知

lim
k→∞

x(k) = lim
k→∞

(M−1N)kx(0) = 0. (4.10)

令 u(k) = x(k−1) − x(k),则由练习 4.3可得(
x(k−1)

)⊺
Ax(k−1) −

(
x(k)

)⊺
Ax(k) =

(
u(k)

)⊺
(M

⊺
+N)u(k).

由于M
⊺
+N 对称正定,上式右端非负,所以(

x(k)
)⊺
Ax(k) ≤

(
x(k−1)

)⊺
Ax(k−1).

依此类推,可得 (
x(k)

)⊺
Ax(k) ≤

(
x(0)

)⊺
Ax(0) = η < 0.

这与 (4.10)矛盾. 因此 A一定是正定的. □

对于 Jacobi迭代法,我们有M
⊺
+N = D + L + U = 2D − A. 根据引理 4.17,我们立刻可以

得到下面的结论.

定理 4.18 设 A ∈ Rn×n对称且 2D −A正定,则 Jacobi迭代法收敛的充要条件是 A正定.

更进一步,我们有下面的结论 [63, page 111].
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定理 4.19 设 A ∈ Rn×n 对称且对角线元素都为正, 则 Jacobi 迭代法收敛的充要条件是 A 和

2D −A都正定. (板书)

证明. 只需证明必要条件,即若 Jacobi迭代法收敛,则 A和 2D −A都正定.

由于 GJ = D−1(L+ U) = D−1(D −A) = I −D−1A,所以

D−1/2
(
D−1/2AD−1/2

)
D1/2 = D−1A = I −GJ.

又A对称,所以D−1/2AD−1/2的特征值都是实的,因此GJ的特征值也都是实的. 再根据 Jacobi迭

代法的收敛性, GJ的谱半径小于 1,所以 GJ的特征值满足

−1 < λ(GJ) < 1.

因此 D−1/2AD−1/2的特征值满足

0 < λ
(
D−1/2AD−1/2

)
< 2.

所以A的特征值都是正的,即A正定,而且 2I−D−1/2AD−1/2的特征值也都是正的. 又 2D−A =

D1/2
(
2I −D−1/2AD−1/2

)
D1/2,所以 2D −A的特征值也都是正的,即 2D −A正定. □

对于 G-S迭代法,当 A对称时有

M
⊺
+N = (D − L)⊺ + U = D − L⊺

+ U = D,

于是下面的结论成立.

定理 4.20 设 A ∈ Rn×n对称且对角线元素都为正,则 G-S迭代法收敛的充要条件是 A正定.

对于 SOR迭代法,当 A对称时有

M
⊺
+N =

(
1

ω
D − L

)⊺
+

1− ω
ω

D + U =
2− ω
ω

D,

所以我们有下面的结论.

定理 4.21 考虑 SOR迭代法.

(1) 设 A ∈ Rn×n对称正定,则 SOR迭代法收敛的充要条件是 0 < ω < 2;

(2) 设 A ∈ Rn×n对称且对角线元素都为正,若存在 ω使得 SOR迭代法收敛,则 A正定.

推论 4.22 设 A ∈ Rn×n 对称且对角线元素都为正,则 SOR迭代法收敛的充要条件是 A正定且

0 < ω < 2.

例 4.7 考虑线性方程组 Ax = b,其中 A =


1 a a

a 1 a

a a 1

. 试给出 Jacobi, G-S和 SOR收敛的充要条

件. (板书)

解. 易知 A对称且对角线部分都为正,因此 Jacobi迭代收敛的充要条件是 A和 2D − A都正定.
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通过计算 A的各阶顺序主子式可知, A正定的充要条件是

det

([
1 a

a 1

])
= 1− a2 > 0, det(A) = 1 + 2a3 − 3a2 = (a− 1)2(2a+ 1) > 0,

即

−1

2
< a < 1.

类似地,可知 2D −A正定的充要条件是

−1 < a <
1

2
.

所以 Jacobi迭代收敛的充要条件是

−1

2
< a <

1

2
,

G-S收敛的充要条件是 A正定,即

−1

2
< a < 1,

SOR收敛的充要条件是 A正定且 0 < ω < 2,即

−1

2
< a < 1, 0 < ω < 2.

□
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4.4 共轭梯度法

本节考虑对称正定线性方程组的求解. 共轭梯度法是子空间迭代法的典型代表,最早由Hestenes

和 Stiefel [28]于 1952年提出, 但当时并没有引起大家的广泛关注, 直到 1971年才逐渐流行起来

[45],目前已成为求解大规模 (特别是稀疏的)对称正定线性方程组的首选方法 [50].

设 A ∈ Rn×n 对称正定,共轭梯度法的基本思想是将计算线性方程组的解转为计算下面二次

函数的最小值点:

Φ(x) ≜ 1

2
x
⊺
Ax− b⊺x .

定理 4.23 设 A ∈ Rn×n对称正定,则 x∗是 Ax = b的解当且仅当 x∗是 Φ(x)的最小值点,即 x∗

是最小化问题

min
x∈Rn

1

2
x
⊺
Ax− b⊺x (4.11)

的解. (板书)

证明. 首先证明必要性. 设 x∗是 Ax = b的解,即 Ax∗ = b,并注意到 A对称正定,则

Φ(x)− Φ(x∗) =
1

2
x
⊺
Ax− b⊺x− 1

2
x∗

⊺
Ax∗ + b

⊺
x∗

=
1

2
x
⊺
Ax− x∗

⊺
Ax− 1

2
x∗

⊺
Ax∗ + x∗

⊺
Ax∗

=
1

2
(x− x∗)

⊺
A(x− x∗) ≥ 0,

等号当且仅当 x− x∗ = 0时成立. 因此 x∗是 Φ(x)的唯一最小值点.

下面证明充分性. 设 x∗是 Φ(x)的最小值点,则

Φ(x)− Φ(x∗) =
1

2
(x− x∗)

⊺
A(x− x∗) + x

⊺
Ax∗ − x∗

⊺
Ax∗ − b

⊺
x+ b

⊺
x∗

=
1

2
(x− x∗)

⊺
A(x− x∗)− (x− x∗)

⊺
(b−Ax∗).

记 r ≜ b−Ax∗,如果 r ̸= 0,则取 x = x∗ + αr,其中 α > 0,于是

Φ(x)− Φ(x∗) =
α2

2
r
⊺
Ar − α∥r∥2.

当 α足够小时,上式右端小于 0,这与 x∗是 Φ(x)的最小值点矛盾. 所以 r = 0,即 Ax∗ = b. □

- 定理也可以利用凸函数极值点与导数 (梯度)的关系得到,即一阶导数为零.

4.4.1 最速下降法

求解最小化问题 (4.11)的一类常用方法是线搜索方法. 给定迭代初始值 x(0), 我们通过下面

的方法来计算 x(1): 首先确定一个使得 Φ(x)变小的方向 p1 ∈ Rn,即下降方向,满足 ∥p1∥ = 1,然

后计算步长 α1 ∈ R+,使得 Φ(x)沿该下降方向达到最小,即

x(1) = x(0) + α1p1, 其中 α1 = argmin
α>0

Φ
(
x(0) + αp1

)
.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

4.4 共轭梯度法 · 109 ·

由于 A对称正定,直接计算可得

Φ
(
x(0) + αp1

)
=

1

2

(
x(0) + αp1

)⊺
A
(
x(0) + αp1

)
− b⊺

(
x(0) + αp1

)
=

1

2
α2p

⊺
1Ap1 + αp

⊺
1Ax

(0) +
1

2

(
x(0)

)⊺
Ax(0) − b⊺x(0) − αb⊺p1

=
1

2
α2p

⊺
1Ap1 − αp

⊺
1r0 +Φ

(
x(0)

)
, (4.12)

其中 r0 = b−Ax(0). 因此当 p1确定后, Φ
(
x(0)+αp1

)
是关于 α的一元二次函数,且二次项系数为

正,所以

α1 = argmin
α>0

Φ
(
x(0) + αp1

)
=

p
⊺
1r0

p
⊺
1Ap1

.

下面讨论如何选取下降方向 p1. 根据多元函数的 Taylor展开公式,我们有

Φ(x) = Φ
(
x(0)

)
+
(
x− x(0)

)⊺
∇Φ
(
x(0)

)
+ o
(
∥x− x(0)∥

)
.

记 p为 x− x(0)所在的方向,即 p =
x− x(0)∥∥x− x(0)∥∥ ,则(

x− x(0)
)⊺
∇Φ
(
x(0)

)
=
∥∥x− x(0)∥∥ · p⊺∇Φ(x(0)).

因此,只要满足 p
⊺∇Φ

(
x(0)

)
< 0,则 p就是下降方向.

为了使得下降速度尽可能地快一些,我们希望 p
⊺∇Φ

(
x(0)

)
越小越好. 由 Cauchy-Schwarz不等

式可知 ∣∣p⊺∇Φ(x(0))∣∣ ≤ ∥p∥ · ∥∇Φ(x(0))∥,
等号当且仅当 p与 ∇Φ

(
x(0)

)
共线时成立,因此当 p = −

∇Φ
(
x(0)

)
∇Φ
(
x(0)

) 时, p⊺∇Φ
(
x(0)

)
达到最小. 我

们称该下降方向为最速下降方向,相应的线搜索方法为最速下降法. 由于最速下降方向就是 Φ(x)

在当前迭代点处的负梯度,因此也称为负梯度方向法.

- 需要指出的是, 我们在讨论下降方向时舍弃了 Taylor 展开式中的高阶项, 因此这里得到的

最速下降方向是局部最优的.

最速下降法的一般格式可表示为

x(k) = x(k−1) + αkpk, k = 1, 2, . . . ,

其中 pk = −∇Φ
(
x(k−1)

)
= b−Ax(k−1) = rk−1, αk =

p
⊺
krk−1

p
⊺
kApk

=
r
⊺
k−1rk−1

r
⊺
k−1Ark−1

- 实际计算时,我们无需对下降方向 pk 进行单位化.

易知,最速下降法的迭代解具有下面的局部最优性

x(k) = argmin
x∈x(k−1)+span{pk}

Φ(x) . (4.13)

算法 4.4. 最速下降法 (Steepest Descent Algorithm)

1: 给定初值 x(0),令 k = 1
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2: while not converge do

3: 计算负梯度方向 (残量) rk−1 = b−Ax(k−1)和步长 αk =
r
⊺
k−1rk−1

r
⊺
k−1Ark−1

4: 计算 x(k) = x(k−1) + αkpk,其中 pk = rk−1

5: 令 k = k + 1

6: end while

下面给出最速下降法的收敛性.

定理 4.24 设 A ∈ Rn×n对称正定,则对任意初值 x(0),最速下降法都收敛,且∥∥x(k+1) − x∗
∥∥
A∥∥x(k) − x∗∥∥A ≤ κ− 1

κ+ 1
,

其中 κ为 A的谱条件数,范数 ∥x∥A ≜
√
x⊺Ax.

(留作课外自习,可以参见矩阵计算或最优化方法的相关教材,如 [37, 49])

例 4.8 用最速下降法求解 Ax = b,其中 A =

[
15 2

2 15

]
, b =

[
17

17

]
,初值 x(0) =

[
−0.5
0

]
. (板书)

解. 计算结果如下: (Iter_steepest_descent_01.m)

k x relres

1 [0.94896898, 1.06454864] 3.54e-02

2 [0.99757851, 0.99838567] 1.61e-03

3 [0.99991762, 1.00010420] 5.71e-05

4 [0.99999609, 0.99999739] 2.61e-06

5 [0.99999987, 1.00000017] 9.21e-08

表格中 “k”表示迭代步数, “relres”表示相对残量

relres =
∥b−Ax(k)∥2
∥b−Ax(0)∥2

.

□

4.4.2 共轭梯度法

最速下降法的主要缺点是每次选取下降方向时只考虑局部最优,无法保证下降方向 p1, p2, . . .

线性无关, 这意味着迭代过程可能会出现 “之”字型, 同一个下降方向可能会多次出现, 这就会导

致收敛速度变得非常缓慢.

例 4.9 用最速下降法求解 Ax = b,其中 A =

[
2 1

1 3

]
, b =

[
3

4

]
,初值 x(0) =

[
−3
0.5

]
. (板书)

解. 计算结果如下: (Iter_steepest_descent_02.m)
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k x relres

1 [−0.3498, 2.2148] 2.70e-01

2 [0.4784, 0.9348] 1.30e-01

3 [0.8240, 1.1584] 3.52e-02

4 [0.9320, 0.9915] 1.70e-02

5 [0.9771, 1.0207] 4.59e-03

6 [0.9911, 0.9989] 2.22e-03
...

...
...

14 [1.0000, 1.0000] 6.41e-07

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

0

计算结果显示,迭代步数明显增加,右图的收敛曲线呈 “之”字型. □

b 如果初值取 x(0) =

[
1

1

]
+

[
−2.552
1.577

]
,则计算结果如何? 为什么?

为了改善最速下降法的收敛性质,需要对下降方向的选取方法进行改进. 由此,共轭方向法应

运而生.

定义 4.8 设 A ∈ Rn×n对称正定,若非零向量 x, y ∈ Rn满足

y
⊺
Ax = 0,

则称 x和 y是 A-共轭的,也称 A-正交的.

- 若 A = I ,则 A-共轭就是通常意义下的正交.

下面我们说明用相互 A-共轭的向量作为下降方向的优点. 设 p1, p2, . . . , pn 相互 A-共轭, 则

容易证明 p1, p2, . . . , pn线性无关,因此构成 Rn的一组基. 对任意给定的初值 x(0),我们可以设

x∗ − x(0) = α1p1 + α2p2 + · · ·+ αnpn. (4.14)

两边分别左乘 p
⊺
kA,可得

αk =
p
⊺
kA
(
x∗ − x(0)

)
p
⊺
kApk

=
p
⊺
k

(
b−Ax(0)

)
p
⊺
kApk

, k = 1, 2, . . . , n. (4.15)

- 如果采用一组正交基作为下降方向,则可以得到类似的结论,但此时的线性表出系数 αi 的

表达式中会含有 x∗. 这也是为什么要采用 A-共轭向量作为下降方向.

这意味着我们可以通过下降方向 p1, p2, . . . , pn和右端项 b,以及初值 x(0)将方程组的解表示出来.

实际计算时,由于 n通常很大,一般情况下不需要把所有 αk 都计算出来,只要计算前面部分,

得到一个满足精度要求的近似解即可. 因此,我们通常把 (4.14)的计算看作是一个迭代过程,即

x(k) = x(k−1) + αkpk, k = 1, 2, . . . .
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我们把 αk 的计算公式 (4.15)也改写一下. 由于

x(k−1) − x(0) = α1p1 + α2p2 + · · ·+ αk−1pk−1,

所以 p
⊺
kA
(
x(k−1) − x(0)

)
= 0,即 p

⊺
kAx

(0) = p
⊺
kAx

(k−1),因此

αk =
p
⊺
k

(
b−Ax(0)

)
p
⊺
kApk

=
p
⊺
k

(
b−Ax(k−1)

)
p
⊺
kApk

=
p
⊺
krk−1

p
⊺
kApk

.

以相互 A-共轭的向量作为下降方向的线搜索方法就称为共轭方向法. 相比于最速下降法的

局部最优性 (4.13),共轭方向法具有全局最优性.

定理 4.25 设 x(k)是由共轭方向法得到的迭代解,则

x(k) = argmin
x∈x(0)+span{p1,p2,...,pk}

Φ(x).

(留作课外自习,可以参见最优化方法的相关教材,如 [37])

显然,由 (4.14)可知,在不考虑舍入误差的情况下,共轭方向法具有有限步终止性质.

定理 4.26 设 A ∈ Rn×n 对称正定,如果不考虑舍入误差,则共轭方向法至多经过 n迭代后,近

似解 x(k)就是精确解 x∗.

- 在共轭方向法中, 虽然我们仍然称 pk 为下降方向或搜索方向, 但我们不要求 pk 是单位向

量,即不需要进行单位化,因为这对算法的构造和实施没有任何影响.

现在剩下的问题就是如何构造相互 A-共轭的下降方向. 首先需要指出的是,这样的向量组并

不唯一. 事实上,与 Gram-Schmidt正交化过程类似,任何一组线性无关的向量组都可以构造出一

组相互 A-共轭的向量组. 目前最成功的是共轭梯度 (Conjugate Gradient)方向. 它是通过递推方法

来构造的,可以看作是将最速下降方向进行 A-共轭化,下面给出具体描述.

给定迭代初值 x(0),令 p1为 Φ(x)在 x(0)处的负梯度方向

p1 = −∇Φ
(
x(0)

)
= b−Ax(0) = r0,

首先以 p1为下降方向,计算近似解 x(1),即

x(1) = x(0) + α1p1, 其中 α1 =
p
⊺
1r0

p
⊺
1Ap1

.

然后计算 Φ(x)在 x(1)处的负梯度方向,即

−∇Φ
(
x(1)

)
= r1 = b−Ax(1) = r0 − α1Ap1.

将其与 p1进行 A-共轭化,得到下降方向 p2

p2 = r1 + β1p1, 其中 β1 = −
r
⊺
1Ap1
p
⊺
1Ap1

.

以此类推,我们就可以得到相互 A-共轭的下降方向 p1, p2, . . . , pk, . . .. 该过程同时也把近似解 x(k)

和残量 rk 计算出来了.

在计算 pk+1时,需要将 rk 与所有 p1, p2, . . . , pk 进行 A-共轭化. 事实上,由于 A对称正定,我

们只需将 rk 与 pk 进行 A-共轭化即可,即

pk+1 = rk + βkpk, 其中 βk = −
r
⊺
kApk
p
⊺
kApk

.
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这样不仅可以简化计算,同时可以证明, pk+1与 p1, p2, . . . , pk−1都 A-共轭 (见定理 4.27).

于是共轭梯度法可描述为
x(k) = x(k−1) + αkpk, 其中 αk =

p
⊺
krk−1

p
⊺
kApk

,

rk = b−Ax(k) = rk−1 − αkApk,

pk+1 = rk + βkpk, 其中 βk = −
r
⊺
kApk
p
⊺
kApk

,

k = 1, 2, . . . , (4.16)

其中 p1 = r0.

定理 4.27 设 A ∈ Rn×n 对称正定,共轭梯度法 (4.16)迭代 m步后 (m < n),对任意 k (1 ≤ k ≤
m)有

(1) r⊺kri = 0, i = 0, 1, 2, . . . , k − 1;

(2) r⊺kpi = 0, i = 1, 2, . . . , k;

(3) p⊺k+1Api = 0, i = 1, 2, . . . , k;

(4) span{r0, r1, . . . , rk} = span{p1, p2, . . . , pk+1} = span{r0, Ar0, . . . , Akr0}.

(留作课外自习,可以参见矩阵计算或最优化方法的相关教材,如 [76, 78]))

利用上述定理中的性质,我们还可以进一步简化计算,提高计算效率.

推论 4.28 共轭梯度法 (4.16)中的 αk 和 βk 可以通过下面的公式计算

αk =
r
⊺
k−1rk−1

p
⊺
kApk

, βk =
r
⊺
krk

r
⊺
k−1rk−1

.

(留作练习,利用定理 4.27中的结论)

于是我们得到完整的共轭梯度法.

算法 4.5. 共轭梯度法 (Conjugate Gradient Algorithm)

1: 给定初值 x(0)

2: 计算 r0 = b−Ax(0),并令 p1 = r0, k = 1

3: while not converge do

4: 计算 x(k) = x(k−1) + αkpk, 其中 αk =
r
⊺
k−1rk−1

p
⊺
kApk

5: 计算 rk = rk−1 − αkApk

6: 计算 pk+1 = rk + βkpk, 其中 βk =
r
⊺
krk

r
⊺
k−1rk−1

7: end while

对于共轭梯度法,我们有下面的收敛性质.
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定理 4.29 设 A ∈ Rn×n对称正定,则对任意初值 x(0),共轭梯度法都收敛,且∥∥x(k) − x∗∥∥A∥∥x(0) − x∗∥∥A ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)k

,

其中 κ为 A的谱条件数,范数 ∥x∥A ≜
√
x⊺Ax.

(留作课外自习,可以参见矩阵计算的相关教材,如 [49, 76]))

由此可知,共轭梯度法每次迭代的误差下降率为
√
κ− 1√
κ+ 1

.

例 4.10 用共轭梯度法求解 Ax = b,其中 A =

[
2 1

1 3

]
, b =

[
3

4

]
,初值 x(0) =

[
−3
0.5

]
. (板书)

解. 计算结果如下: (Iter_CG_01.m)

k x relres

1 [−0.3498, 2.2148] 2.70e-01

2 [1.0000, 1.0000] 4.39e-17

计算结果显示,共轭梯度法迭代 2步就收敛,收敛曲线见下图.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

0

□

b 由于共轭梯度法和最速下降法的第一个下降方向是一样的,所以第一次迭代后的解也是一

样的.

例 4.11 用共轭梯度法求解离散二维 Poission方程.

(Iter_CG_gallery.m)

(Iter_CG_Jacobi_GS_SOR_Poisson2D.m)
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4.5 课后练习

练习 4.1 已知线性方程组

[
3 1

1 3

][
x1

x2

]
=

[
3

−1

]
,迭代法

x(k+1) = x(k) + α(b−Ax(k)), k = 0, 1, 2 . . . .

试问: α取何值时迭代收敛? 何时收敛最快?

练习 4.2 设线性方程组 Ax = b,其中 A对称正定且 0 < α ≤ λ(A) ≤ β,迭代法

x(k+1) = x(k) + ω(b−Ax(k)), k = 0, 1, 2 . . . .

试证明: 当 0 < ω < 2
β 时,迭代法收敛.

练习 4.3 设 A ∈ Rn×n 对称, A = M −N ,其中M 非奇异,试证明: M⊺
+N 也是对称的,且对任

意 x ∈ Rn有

x
⊺
Ax− x̃⊺Ax̃ = u

⊺
(M

⊺
+N)u,

其中 x̃ =M−1Nx, u = x− x̃.

练习 4.4 设 A ∈ Rn×n满足 ρ(A) < 1,证明

(I −A)−1 =

∞∑
k=0

Ak.

练习 4.5∗设 ∥ · ∥α是定义在 Rn×n上的矩阵范数,试证明: 存在 Rn上的向量范数 ∥ · ∥β 使得

∥Ax∥β ≤ ∥A∥α∥x∥β , ∀ A ∈ Rn×n, x ∈ Rn.

练习 4.6∗ 设 A ∈ Rn×n, 常数 α > 0. 记 B = (αI + A)−1(αI − A), 证明: 若 A 对称正定, 则

ρ(B) < 1. (思考: 若 A仅仅是正定的,则结论 ρ(B) < 1是否成立?)

练习 4.7∗∗∗ 设 A ∈ Rn×n. 证明: ρ(A) < 1 的充要条件是存在对称正定矩阵 P ∈ Rn×n 使得

P −APA⊺正定.

练习 4.8 已知线性方程组

(1)


5x1 + 2x2 + x3 = 3,

− 2x1 + 4x2 + 2x3 = 7,

3x1 − 5x2 + 8x3 = 2.

(2)


x1 + 0.4x2 + 0.5x3 = 2,

0.4x1 + x2 + 0.8x3 = 1,

0.5x1 + 0.8x2 + x3 = 3.

考察 Jacobi迭代法和 Gauss-Seidel迭代法的收敛性.

练习 4.9 已知线性方程组 
2x1 + 4x2 − 3x3 = 3,

x1 + 2x2 + x3 = 1,

2x1 + 2x2 + 2x3 = 2.

考察 Jacobi迭代法和 Gauss-Seidel迭代法的收敛性.
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练习 4.10 设线性方程组 a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2,

其中 a11a22 ̸= 0. 证明: 求解该线性方程组的 Jacobi迭代法和 Gauss-Seidel迭代法具有相同

的收敛性,并求两种方法的收敛速度之比.

练习 4.11 已知线性方程组 Ax = b,其中

A =


8 α 0

β 8 β

0 α 4


非奇异,试给出 Jacobi迭代法和 Gauss-Seidel迭代法收敛的充要条件.

练习 4.12 已知线性方程组: 
5 2 2

2 5 4

2 4 5



x1

x2

x3

 =


2

6

7

 .
写出求解该线性方程组的 Jacobi, Gauss-Seidel和 SOR迭代法的分量格式, 并判断这三个算

法的收敛性.

练习 4.13 设 A ∈ Cn×n. 证明:

(1)若 A是上三角矩阵,且 A∗A = AA∗,则 A必定是对角矩阵;

(2) A是正规矩阵的充要条件是 A酉相似于一个对角矩阵;

(3)设 λ1, λ2, . . . , λn是 A的特征值,则 A是正规矩阵的充要条件是
n∑

i=1

|λi|2 = ∥A∥2F .

练习 4.14 设 A ∈ Rn×n 对称正定. 证明: 最速下降法的下降方向是 “之”字型的,即 p
⊺
k+1pk = 0,

k = 1, 2, . . . . (思考: 下降方向是否相互正交 (即 p
⊺
i pj = 0, i ̸= j)?

练习 4.15∗ 设 A ∈ Rn×n 对称正定. 试证明: 在最速下降法中,如果初值取为 x(0) = x∗ + q,其中

x∗是真解, q是 A的一个特征向量,则 x(1) = x∗.

练习 4.16 (推论 4.28)证明: 共轭梯度法 (4.16)中的 αk 和 βk 满足

αk =
r
⊺
k−1rk−1

p
⊺
kApk

, βk =
r
⊺
krk

r
⊺
k−1rk−1

.

练习 4.17∗∗∗能否构造一类带参数的迭代法,使得 Jacobi, G-S和 SOR都是该迭代法的特例?

练习 4.18∗∗∗设 A严格对角占优,证明

∥GGS∥∞ ≤ ∥GJ∥∞ < 1.

思考: 结论 ρ(GGS) ≤ ρ(GJ)是否成立?

练习 4.19∗∗∗设 A ∈ Rn×n严格对角占优且非负,则结论 ρ(GGS) ≤ ρ(GJ)是否成立?

练习 4.20 以函数方式,编程实现最速下降法和共轭梯度法.
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考虑下面的方程

f(x) = 0.

如果 f(x)是一次多项式,则称为线性方程,否则就称为非线性方程. 本章主要介绍求解非线性方

程的常见数值方法.

非线性方程有着非常广泛的实际应用背景, 比如在计算液体在管道中的摩擦系数时, 需要求

解下面的方程 [19]
1√
x
=

1

k
ln
(
Re ·
√
x
)
+

(
14− 5.6

k

)
,

其中 k是某个常数, Re代表雷诺 (Reynolds)数 (一种用来表征流体流动情况的无量纲数,跟管道的

直径,流体的密度、粘度和流速有关). 显然想要给出 x的解析表达式是不可能的,只能通过数值

求解.

再比如,大家所熟悉的代数方程,即

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = 0,

其中 a0, a1, . . . , an 是给定的系数. 由代数学基本定理可知,代数方程在复数域中存在 n个解（如

果有相同的则计算重数）. 当 n = 1, 2, 3, 4时,存在相应的求根公式,但当 n ≥ 5时,不存在一般

的求根公式,此时只能通过数值方法求解.

- 非线性方程一般不存在直接解法,通常需要使用迭代法来求数值解.

首先介绍一些基本概念:

• 解,根,零点: 所有满足 f(x∗) = 0的数 x∗都称为方程的解或根,也称为 f(x)的零点.
• 根的重数: 若 f(x) = (x− x∗)mg(x)且 g(x∗) ̸= 0,则 x∗为 f(x) = 0的m重根;
• 有解区间: 若 [a, b]内至少存在 f(x) = 0的一个实数解,则称 [a, b]为有解区间.

我们本章所研究内容就是在有解的前提下求出方程 f(x) = 0的近似解.

- 如果没有特别说明,我们这里只考虑实数解,并且假定 f(x)的表达式中也只包含实数.

- 非线性方程求解通常比较困难, 而且可能存在多个或无穷多个解, 因此在求解时一般要强

调求解区域,即计算指定区域内的解.
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本章主要内容包括:

• 对分法
• 不动点迭代法
• Aitken加速技巧与 Steffensen迭代法
• Newton法及其各种变形
• 割线法与抛物线法

5.1 对分法

5.1.1 对分法基本思想

设 f(x) = 0在区间 [a, b]内至少有一个实数解. 对分法 (Bisection)的基本思想就是将这个有

解区间进行对分,即分成两个小区间,然后找出解所在的小区间,将其记为新的有解区间,其长度

为原来有解区间的一半. 然后再对这个小区间进行对分,依次类推,直到有解区间的长度足够小为

止,此时有解区间内的任意一点都可以作为 f(x) = 0的近似解. 在实际计算中,通常取中点.

对分法的数学原理是下面的根的存在定理 (介值定理的推论).

定理 5.1 设 f(x)在 [a, b]内连续,且 f(a)f(b) < 0,则在 (a, b)内至少存在一点 ξ,使得 f(ξ) = 0.

根据对分法的设计思路,其计算过程可描述如下:

算法 5.1. 对分法

1: 给定函数 f(x)和求解区间 [a, b],以及精度要求 ε > 0

2: 令 a1 = a, b1 = b

3: 计算 f(a1)和 f(b1),如果 |f(a1)| < ε,则返回数值解 x = a1 并停止计算;如果 |f(b1)| < ε,

则返回数值解 x = b1并停止计算;如果 f(a1)f(b1) > 0,则输出算法失败信息并停止计算

4: for k = 1, 2, . . ., do

5: 计算 xk =
ak + bk

2
和 f(xk)

6: 如果 |f(xk)| < ε或者 |bk − ak| < ε,则返回数值解 xk 并停止计算;
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7: 如果 f(ak)f(xk) < 0,则令 ak+1 = ak, bk+1 = xk;否则令 ak+1 = xk, bk+1 = bk;

8: end for

- 这里的采用的停机准则是函数值充分小或者求解区间充分小.

- 用对分法求解时,可以先画出 f(x)草图,以确定一个大致的有解区间.

图 5.1. 对分法的几何表示

5.1.2 对分法的收敛性

我们对对分法的误差进行估计. 记算法在第 k 步时得到的有解区间为 [ak, bk],中点为 xk. 则

a1 = a, b1 = b,且

|xk − x∗| =
∣∣∣∣12(ak + bk)− x∗

∣∣∣∣ ≤ 1

2
(bk − ak).

由于每次都是对分有解区间,因此有

bk − ak =
1

2
(bk−1 − ak−1) =

1

22
(bk−2 − ak−2) = · · · =

1

2k−1
(b1 − a1).

因此

|xk − x∗| ≤
1

2k
(b1 − a1) =

1

2k
(b− a).

所以

lim
k→∞

|xk − x∗| = 0,

即算法收敛. 因此我们就有下面的收敛性结论.

定理 5.2 设 f(x) ∈ C[a, b],且 f(a)f(b) < 0,则对分法收敛到 f(x) = 0的一个解.

关于对分法的几点注记

• 适用范围: 只适合求连续函数的单重实根或奇数重实根;
• 优点: 简单易用,只要满足介值定理的条件,算法总是收敛的;
• 缺点: (1)收敛速度较缓慢; (2)不能求复根和偶数重根; (3)一次只能求一个根;
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• 总结: 一般可先用来计算解的一个粗糙估计,然后再用其他方法进行加速,如 Newton法.

例 5.1 用对分法求 f(x) = x3 − x− 1 = 0在 [1, 2]内的根. (NLS_bisection.m)

解. 易知 f(1) = −1 < 0, f(2) = 5 > 0,所以 f(x)在 [1, 2]内存在零点 (见下图). 下表中列出了

对分法迭代 10步的数值结果,其中 f(a)和 f(b)只标出其正负号. 由表中可以看出,迭代 10步

后得到的近似解为 x∗ ≈ 1.3252.

k a/f(a) b/f(b) x f(x)

1 1.0000/- 2.0000/+ 1.5000 0.8750

2 1.0000/- 1.5000/+ 1.2500 -0.2969

3 1.2500/- 1.5000/+ 1.3750 0.2246

4 1.2500/- 1.3750/+ 1.3125 -0.0515

5 1.3125/- 1.3750/+ 1.3438 0.0826

6 1.3125/- 1.3438/+ 1.3281 0.0146

7 1.3125/- 1.3281/+ 1.3203 -0.0187

8 1.3203/- 1.3281/+ 1.3242 -0.0021

9 1.3242/- 1.3281/+ 1.3262 0.0062

10 1.3242/- 1.3262/+ 1.3252 0.0020

□
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5.2 不动点迭代法

5.2.1 基本思想

不动点迭代的基本思想是将原方程 f(x) = 0 改写成一个等价的方程 φ(x) − x = 0 或者

x = φ(x),然后就可以根据这个等价方程构造出一个迭代格式:

xk+1 = φ(xk), k = 0, 1, 2, . . . , (5.1)

其中 x0 为迭代初始值, 可以任意选取. 这就是 不动点迭代法 (Fixed-Point iteration), 简称迭代法,

φ(x)称为迭代函数.

由于方程 f(x) = 0和 x = φ(x)是等价的,因此 x∗是 f(x) = 0的解当且仅当 x∗ = φ(x∗),即

它是 φ(x)的一个不动点.

- 不动点迭代的一个非常重要的特征是将方程求解转化为函数求值,后者显然要容易很多.

- 不动点的一个几何含义是曲线 y = φ(x)与直线 y = x的交点,因此不动点迭代过程可以用

几何图像来表示.

图 5.2. 不同迭代函数的不动点迭代过程几何表示

5.2.2 收敛性分析

设 φ(x)连续,迭代 (5.1)生成的点列为 x0, x1, x2, . . . , xk, . . . ,如果存在 x∗使得

lim
k→∞

xk = x∗,

则由连续函数的性质可知

x∗ = lim
k→∞

xk+1 = lim
k→∞

φ(xk) = φ

(
lim
k→∞

xk

)
= φ(x∗).
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因此 x∗ 是 φ(x)的一个不动点,此时我们称迭代法收敛. 如果点列 {xk}∞k=0 不收敛,则不动点迭

代 (5.1)是发散的.

全局收敛性

定理 5.3 (不动点的存在唯一性) 设 φ(x) ∈ C[a, b]且满足

(1) 对任意 x ∈ [a, b],都有 φ(x) ∈ [a, b],

(2) 存在常数 L,满足 0 < L < 1,使得对任意 x, y ∈ [a, b]都有

|φ(x)− φ(y)| ≤ L|x− y|,

则 φ(x)在 [a, b]上存在唯一的不动点. (板书)

证明. 首先证明存在性. 若 φ(a) = a或 φ(b) = b,则结论成立. 下面假定 φ(a) ̸= a且 φ(b) ̸= b. 则

由条件 (1)可知

φ(a) > a, φ(b) < b.

构造函数 g(x) ≜ φ(x)− x,则

g(a)g(b) = (φ(a)− a)(φ(b)− b) < 0.

根据介值定理,存在 x∗ ∈ (a, b)使得 g(x∗) = 0,即 φ(x∗) = x∗,所以 φ(x)在 [a, b]内存在不动点.

下面证明唯一性. 假设 φ(x)在 [a, b]内有两个不动点,分别设为 x1和 x2,且 x1 ≠ x2,则

|φ(x1)− φ(x2)| = |x1 − x2|.

又根据条件 (2)可知

|φ(x1)− φ(x2)| ≤ L|x1 − x2| < |x1 − x2|.

由于 |x1 − x2| > 0,所以产生矛盾,因此假设不成立,即 φ(x)在 [a, b]内的不动点是唯一的. □

- 条件 |φ(x)− φ(y)| ≤ L|x− y|称为 Lipschitz条件,当 L < 1时,称 φ(x)为压缩映射.

定理 5.4 (不动点迭代的全局收敛性) 设 φ(x) ∈ C[a, b]且满足

(1) 对任意 x ∈ [a, b],都有 φ(x) ∈ [a, b],

(2) 存在常数 L,满足 0 < L < 1,使得对任意 x, y ∈ [a, b]都有

|φ(x)− φ(y)| ≤ L|x− y|.

则对任意初始值 x0 ∈ [a, b],不动点迭代 (5.1)收敛,且

|xk − x∗| ≤
L

1− L
|xk − xk−1| ≤

Lk

1− L
|x1 − x0|,

其中 x∗是 φ(x)在 [a, b]内的唯一不动点. (板书)

证明. 由条件 (1)可知, xk ∈ [a, b], k = 0, 1, 2, . . .. 再根据条件 (2),我们有

|xk − x∗| = |φ(xk−1)− φ(x∗)| ≤ L|xk−1 − x∗|. (5.2)

依此类推,可得

|xk − x∗| ≤ Lk|x0 − x∗|.
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由于 0 < L < 1,所以

lim
k→∞

|xk − x∗| = 0, 即 lim
k→∞

xk = x∗.

由 (5.2)直接可得

|xk − x∗| ≤ L|xk−1 − x∗| ≤ L(|xk − xk−1|+ |xk − x∗|).

因为 L < 1,所以

|xk − x∗| ≤
L

1− L
|xk − xk−1|.

根据不动点迭代格式和条件 (1),可得

|xk − xk−1| = |φ(xk−1)− φ(xk−2)| ≤ L|xk−1 − xk−2|.

不断递推下去,最后可得

|xk − xk−1| ≤ Lk−1|x1 − x0|.

所以

|xk − x∗| ≤
L

1− L
|xk − xk−1| ≤

Lk

1− L
|x1 − x0|.

□

- 由定理的结论可知, L越小,收敛越快!

如果φ(x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,则根据 Lagrange中值定理可知,对任意 x, y ∈ [a, b],

都存在 ξ ∈ (a, b)使得

φ(y)− φ(x) = φ′(ξ)(y − x),

因此

|φ(y)− φ(x)| ≤ max
ξ∈[a,b]

|φ′(ξ)| · |y − x|.

于是我们可以立即得到下面的结论.

推论 5.5 设 φ(x) ∈ C1[a, b]且对任意 x ∈ [a, b],都有 φ(x) ∈ [a, b]. 如果存在常数 L,使得

|φ′(x)| ≤ L < 1, ∀x ∈ [a, b],

则对任意初始值 x0 ∈ [a, b],不动点迭代 (5.1)收敛,且

|xk − x∗| ≤
L

1− L
|xk − xk−1| ≤

Lk

1− L
|x1 − x0|.

以上两个结论中,迭代法的收敛性与迭代初值的选取无关,这种收敛性称为全局收敛性.

例 5.2 试构造不动点迭代格式,计算 f(x) = x3 − x− 1在 [1, 2]中的零点.

(NLS_fixpoint_01.m)

解. 构造 f(x) = 0的等价形式 x = 3
√
x+ 1 ≜ φ(x),则对任意 x ∈ [1, 2],有

(1) 1 ≤ φ(x) ≤ 2;
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(2) |φ′(x)| =
∣∣∣∣13(x+ 1)−2/3

∣∣∣∣ ≤ 1
3

3
√
0.25 < 1.

因此,不动点迭代 xk+1 = φ(xk) =
3
√
xk + 1全局收敛.

取中点为初始值,即 x0 = 1.5,计算结果见下表. 由表中数据可知,迭代 10步后,函数值已经

非常小,达到了 10−8量级,显然比对分法要快很多.

k x |f(x)|

0 1.5000 8.75e-01

1 1.3572 1.43e-01

2 1.3309 2.63e-02

3 1.3259 4.98e-03

4 1.3249 9.44e-04

5 1.3248 1.79e-04

6 1.3247 3.41e-05

7 1.3247 6.47e-06

8 1.3247 1.23e-06

9 1.3247 2.33e-07

10 1.3247 4.43e-08 0 2 4 6 8 10
10-8

10-6

10-4

10-2

100

思考: 如果取迭代函数 φ(x) = x3 − 1,则结果怎样？ □

- 需要指出的是,定理 5.4和推论 5.5中给出的是充分条件,不是充要条件.

局部收敛性

定义 5.1 设 x∗是 φ(x)的不动点,若存在 x∗的某个 δ-邻域

Uδ(x∗) ≜ {x ∈ R : |x− x∗| < δ},

使得对任意 x0 ∈ Uδ(x∗),不动点迭代 (5.1)均收敛,则称该迭代是局部收敛的.

- 局部收敛意味着只有当初值离真解足够近时,才能保证收敛. 由于真解是不知道的,因此如

果迭代法只具有局部收敛性,则初值选取会比较困难,很有可能无法保证算法的收敛. 这也

是局部收敛与全局收敛的最大区别. 在实际计算中,可以用其他具有全局收敛性的方法 (比

如对分法)获取一个近似解,然后再进行迭代.

定理 5.6 设 x∗是 φ(x)的不动点,若 φ′(x)在 x∗的某个邻域内连续且

|φ′(x∗)| < 1,

则不动点迭代 (5.1)局部收敛. (板书)

证明. 由条件 φ′(x)在 x∗ 的某个邻域内连续且 |φ′(x∗)| < 1可知,存在某个领域 Uδ(x∗) ≜ [x∗ −
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δ, x∗ + δ]和正常数 L < 1使得

|φ′(x)| ≤ L < 1, ∀x ∈ Uδ(x∗).

此外,对任意 x ∈ Uδ(x∗),有

|φ(x)− x∗| = |φ(x)− φ(x∗)| ≤ L|x− x∗| < δ,

所以 φ(x) ∈ Uδ(x∗). 根据推论 5.5,对任意 x0 ∈ Uδ(x∗),迭代法均收敛. □

5.2.3 收敛阶

收敛阶是衡量迭代法收敛速度快慢的一个重要指标.

定义 5.2 设迭代 xk+1 = φ(xk)收敛到不动点 x∗. 记 ek ≜ xk − x∗,若

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|p

= c,

其中 p ≥ 1,常数 c与 k无关,则称该迭代是 p阶收敛的.

(1) 若 p = 1且 0 < c < 1,则称线性收敛;

(2) 若 p = 2,则称二次收敛或平方收敛;

(3) 若 1 < p < 2或 p = 1且 c = 0,则称超线性收敛.

由定理 5.6可以立即得到下面的结论.

定理 5.7 设 x∗是 φ(x)的不动点,若 φ′(x)在 x∗的某个邻域内连续且

|φ′(x∗)| < 1,

则不动点迭代 (5.1)局部线性收敛.

关于收敛阶的判定,我们有下面的定理.

定理 5.8 设 x∗是 φ(x)的不动点且 p ≥ 2是正整数. 若 φ(p)(x)在 x∗的某个邻域内连续且

φ′(x∗) = φ′′(x∗) = · · · = φ(p−1)(x∗) = 0, φ(p)(x∗) ̸= 0, (5.3)

则不动点迭代 (5.1)是 p阶局部收敛的,且有

lim
k→∞

xk+1 − x∗
xk − x∗

=
φ(p)(x∗)

p!
.

(板书)

证明. 由题意可知 φ′(x∗) = 0,所以迭代法是局部收敛的.

根据 Taylor展开和条件 (5.3)可知

φ(xk) = φ(x∗) +
φ(1)(x∗)

1!
(xk − x∗) + · · ·+

φ(p−1)(x∗)

(p− 1)!
(xk − x∗)p−1 +

φ(p)(ξ)

p!
(xk − x∗)p

= φ(x∗) +
φ(p)(ξ)

p!
(xk − x∗)p,

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

· 126 · 第五讲 非线性方程数值解法

其中 ξ位于 xk 与 x∗之间. 因此

xk+1 − x∗ = φ(xk)− φ(x∗) =
φ(p)(ξ)

p!
(xk − x∗)p.

由于当 k →∞时 xk → x∗,所以 ξ → x∗ (k →∞),于是

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|p

= lim
k→∞

∣∣∣∣∣φ(p)(ξ)

p!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣φ(p)(x∗)

p!

∣∣∣∣∣ > 0.

根据定义,迭代法 p阶收敛. □

例 5.3 试构造不同的不动点迭代格式,计算 f(x) = x2 − 3的正的零点 x∗ =
√
3.

(1) 构造 φ(x) = x2 − 3 + x,则 φ′(x∗) = 2
√
3 + 1 > 1,无法判断其收敛性,所以该迭代函数不

能用.

(2) 构造 φ(x) = x− x
2 − 3

4
,则 φ′(x∗) = 1−

√
3
2 ≈ 0.134 < 1,所以该迭代函数可以采用,且一

阶局部收敛.

(3) 构造 φ(x) =
1

2

(
x+

3

x

)
,则 φ′(x∗) = 0, φ′′(x∗) =

2√
3
̸= 0,所以该迭代函数可以采用,且

二阶局部收敛.

(NLS_fixpoint_02.m)

- 一般来说, |φ′(x∗)|越小,不动点迭代收敛越快!

- 在前面的介绍的迭代法中,计算 xk+1 时,只用到点 xk 的值. 有时,我们为了利用前面多个

点的信息,比如前面 ℓ ≥ 2个点,可以设计下面的迭代法:

xk+1 = φ(xk, xk−1, ..., xk−ℓ+1), k = ℓ− 1, ℓ, ℓ+ 1, . . . . (5.4)

我们称之为多点迭代法. 比如后面会提到的割线法和抛物线法,都是多点迭代. 显然,多点

迭代法一开始需要给定 ℓ个初始值,即 x0, x1, . . . , xℓ−1.
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5.3 Steffensen迭代法

不动点迭代的收敛速度取决于迭代函数的选取, 有时收敛会非常缓慢, 这时可以通过适当的

方法进行加速. 下面介绍的 Aitken加速技巧就是一种常用的加速方法.

5.3.1 Aitken加速技巧

已有不动点迭代

xk+1 = φ(xk). (5.5)

给定初值 x0,可得

x1 = φ(x0), x2 = φ(x1).

于是

x1 − x∗ = φ(x0)− φ(x∗) = φ′(ξ1)(x0 − x∗),

x2 − x∗ = φ(x1)− φ(x∗) = φ′(ξ2)(x1 − x∗).

如果 φ′(x)变化不大,则可假定 φ′(ξ1) ≈ φ′(ξ2),即
x1 − x∗
x2 − x∗

≈ x0 − x∗
x1 − x∗

,

可得

x∗ ≈ x0 −
(x1 − x0)2

x2 − 2x1 + x0
.

因此,我们有理由相信上式右端是 x∗的一个较好的近似. 于是我们可以在原有迭代序列的基础上

进行加速,具体方法为:

yk+1 = xk −
(xk+1 − xk)2

xk+2 − 2xk+1 + xk
. (5.6)

这就是 Aitken加速方法. 这时我们就得到两个迭代序列: {xk}∞k=0和 {yk}∞k=0.

定理 5.9 假定迭代 5.5收敛,且 φ′(x∗) ̸= 1,则

lim
k→∞

yk+1 − x∗
xk − x∗

= 0.

这意味着 yk 比 xk 更快地收敛到 x∗.

5.3.2 Steffensen迭代法

将 Aitken加速技巧与不动点迭代相结合,就得到 Steffensen迭代法,具体迭代格式如下:

yk = φ(xk), zk = φ(yk), xk+1 = xk −
(yk − xk)2

zk − 2yk + xk
, k = 0, 1, 2, . . . .

写成不动点迭代形式可得

xk+1 = ψ(xk),
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其中迭代函数 ψ(x)为

ψ(x) = x− (φ(x)− x)2

φ(φ(x))− 2φ(x) + x
.

定理 5.10 设 x∗是 ψ(x)的不动点,则 x∗是 φ(x)的不动点. 反之,若 x∗是 φ(x)的不动点, φ′′(x)

存在且 φ′(x∗) ̸= 1, 则 x∗ 是 ψ(x) 的不动点. 另外, 若原不动点迭代是线性收敛的, 则对应的

Steffensen迭代二阶收敛.

- 如果原迭代法是 p阶收敛的,则 Steffensen迭代 p+ 1阶收敛.

- 若原迭代法不收敛, Steffensen迭代可能收敛.

例 5.4 用 Steffensen迭代法求 f(x) = x3 − x− 1在区间 [1, 2]内的零点 (取 φ(x) = x3 − 1)

(NLS_Steffensen_01.m)

例 5.5 用 Steffensen迭代法求 f(x) = 3x2 − ex在区间 [3, 4]内的零点 (取 φ(x) = 2 ln(x) + ln 3)

(NLS_Steffensen_02.m)
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5.4 Newton法

Newton法是当前求解非线性方程 (组)的最常用方法,也是一般情况下的首选方法.

5.4.1 基本思想与迭代格式

Newton法的基本思想是将非线性方程线性化.

设 xk 是 f(x) = 0的一个近似根,将 f(x)在 xk 处 Taylor展开可得

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
f ′′(ξ)

2!
(x− xk)2

忽略二次项,可得 f(x) ≈ P (x),其中

P (x) ≜ f(xk) + f ′(xk)(x− xk).

也就是说,在 xk 附近,我们用线性函数 P (x)来近似非线性函数 f(x). 于是,可以用 P (x)的零点

来近似 f(x)的零点,并将其记为 xk+1,即

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (5.7)

这就是 Newton法的迭代格式,其几何意义可以用下面的图像表示:

图 5.3. Newton法的几何含义

- 为了使得 Newton法能顺利进行,一般要求 f ′(x) ̸= 0.

算法 5.2. Newton法

1: 给定迭代初值 x0,精度要求 ε和最大迭代步数 IterMax

2: if |f(x0)| < ε, then

3: 输出近似解 x0,停止迭代

4: end if

5: for k = 1 to IterMax do

6: 计算 x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
7: if |x1 − x0| < ε或 |f(x1)| < ε, then

8: 输出近似解 x1,停止迭代 %算法收敛
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9: end if

10: x0 = x1

11: end for

5.4.2 Newton法的收敛性

由迭代格式 (5.7)可知, Newton法也是不动点迭代,其迭代函数为

φ(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

通过直接计算可得

φ′(x∗) = 1− f ′(x∗) · f ′(x∗)− f(x∗)f ′′(x∗)
(f ′(x∗))

2 = 0, φ′′(x∗) =
f ′′(x∗)

f ′(x∗)
.

根据定理 5.8,我们可以立即得到下面的结论.

定理 5.11 设 x∗是 f(x)的零点,且 f ′(x∗) ̸= 0,则 Newton法至少二阶局部收敛,而且有

lim
k→∞

xk+1 − x∗
(xk − x∗)2

=
φ′′(x∗)

2
=

f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
.

(板书)

例 5.6 编写程序,用 Newton法求 f(x) = xex − 1的零点. (NLS_Newton_01.m)

解. 迭代格式为

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
= xk −

xke
xk − 1

exk(xk + 1)
.

取初值 x0 = 0.5,迭代结果见下表.

k x |f(x)|

0.50000000 1.76e-01

1 0.57102044 1.07e-02

2 0.56715557 3.39e-05

3 0.56714329 3.41e-10

4 0.56714329 2.22e-16

从表中数据可以看出, Newton法迭代 4步就达到机器精度了,收敛速度非常快. □

例 5.7 用 Newton法求 f(x) = x2 − C = 0的正根,并判断收敛性,其中 C > 0.

解. 易知, Newton法的迭代格式为

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
=

1

2

(
xk +

C

xk

)
.

因此可得

xk+1 −
√
C =

1

2xk
(xk −

√
C)2, xk+1 +

√
C =

1

2xk
(xk +

√
C)2.
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所以

xk+1 −
√
C

xk+1 +
√
C

=

(
xk −

√
C

xk +
√
C

)2

.

以此类推,可知

xk+1 −
√
C

xk+1 +
√
C

=

(
x0 −

√
C

x0 +
√
C

)2k

≜ q2
k
,

其中 q =
x0 −

√
C

x0 +
√
C

. 假定 x0 > 0,则 |q| < 1. 直接求解可得

xk −
√
C = 2

√
C

q2
k

1− q2k
→ 0 (k →∞).

由此可知, 只要 x0 > 0, 则 Newton 法总是收敛到正根 x∗ =
√
C, 也就是说, 此时 Newton 法在

(0,+∞)内是全局收敛的. □

思考: 如果 x0 < 0,则结果会怎样?

b一般来说 Newton法只是局部收敛,如果初值离真解太远可能就不收敛,因此初值的选取很重

要但也比较困难. 幸运得是,对于计算平方根, Newton法是全局收敛的,因此是安全的.

- Newton 法的优点是收敛速度快 (至少二阶局部收敛), 特别是当迭代点充分靠近精确解时.

但缺点是

• 对重根收敛速度较慢,只有线性收敛;
• 对初值的选取很敏感,要求初值相当接近真解,因此在实际使用时,可以先用其它方法

获取一个近似解,然后使用 Newton法加速;
• 每一次迭代都需要计算导数,难度和工作量都可能会比较大.

拓展阅读: Newton法计算平方根与正方形边长的计算

给定一个正实数 C,计算其平方根
√
C 等价于计算面积为 C 的正方形的边长. 我们首先任取

一个正实数 L,构造一个长方形,使得其长为 L,宽为 C/L,因此其面积是 C. 下面我们需要做

得就是在保持面积不变的情况下,把这个长方形慢慢变成一个正方形. 怎样才能实现呢?

我们假定 L > C/L, 一个自然的想法就是把长变得短一些, 把宽变得长一些. 因此我们

可以用长和宽的平均值作为新的长,即

Lnew =
1

2
(L+ C/L),

新的宽就是 C/Lnew. 这样不断做下去,长方形就会越来越接近正方形,其长就会越来越接近
√
C. 上面的迭代过程事实上就是 Newton迭代.

5.4.3 简化 Newton法

简化 Newton法的主要目的是避免每次的求导运算.
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基本思想: 用 f ′(x0)替代所有的 f ′(xk),这样就只需计算一次导数. 对应的迭代格式为

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(x0)
, k = 0, 1, 2, . . . .

但这样做的代价是收敛速度只有线性收敛.

5.4.4 Newton下山法

Newton下山法是为了克服 Newton法局部收敛的这个缺点.

基本思想: 要求每一步迭代满足下降条件

|f(xk+1)| < |f(xk)|, (5.8)

即保持函数的绝对值是下降的,这样就能保证全局收敛性. 具体做法是加入一个下山因子 λ,即

xk+1 = xk − λ
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, 2, . . . .

下山因子 λ的取法: 从 λ = 1开始,逐次减半,直到满足下降条件 (5.8)为止.

5.4.5 重根情形

设 x∗是 f(x) = 0的m (m ≥ 2)重根,即

f(x) = (x− x∗)mg(x),

其中 g(x∗) ̸= 0.

• 方法一: 直接使用 Newton法,即迭代函数为

φ(x) = x− f(x)

f ′(x)
,

则可得

φ′(x∗) = 1− 1

m
̸= 0,

因此,只有局部线性收敛.

• 方法二: 用改进的 Newton法,即选取迭代函数为

φ(x) = x−m f(x)

f ′(x)
,

则可得

φ′(x∗) = 0,

因此,至少二阶局部收敛. 但缺点是需要知道m的值.
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• 方法三: 构造一个等价方程,使得 x∗ 是该等价方程的单重根,然后用 Newton法求解. 一种简

单的构造方法是令

µ(x) ≜ f(x)

f ′(x)
,

则 x∗是 µ(x)的单重零点. 用 Newton法求解,迭代函数为

φ(x) = x− µ(x)

µ′(x)
= x− f(x)f ′(x)

[f ′(x)]2 − f(x)f ′′(x)
.

易知,该迭代格式至少二阶局部收敛. 但缺点是需要计算二阶导数.

例 5.8 编写程序,分别用以上三种方法计算 f(x) = x4 − 4x2 + 4 = 0的二重根 x∗ =
√
2.

(NLS_Newton_02.m)
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5.5 割线法与抛物线法

目的: 避免计算 Newton法中的导数,并且尽可能地保持较高的收敛性 (即超线性收敛).

5.5.1 割线法

割线法 (Secant Method)也称弦截法,主要思想是用差商代替微商,即

f ′(xk) ≈ f [xk−1, xk] =
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1
.

代入 Newton法即可得割线法迭代格式:

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
f(xk) , k = 1, 2, . . . .

图 5.4. 割线法的几何含义

- 割线法需要提供两个迭代初始值.

关于割线法的收敛性,我们有下面的结论.

定理 5.12 设 x∗ 是 f(x)的零点, f(x)在 x∗ 的某邻域 U(x∗, δ)内二阶连续可导, 且 f ′(x) ̸= 0.

若初值 x0, x1 ∈ U(x∗, δ),则当 δ充分小时,割线法具有 p阶收敛性,其中

p =
1 +
√
5

2
≈ 1.618,

即 p是 p2 − p− 1 = 0的一个根.

5.5.2 抛物线法

在 Newton法和割线法中,我们都是用直线来近似 f(x). Newton法可以看作是基于单个点的

一次Hermitian插值,而割线法则是两点线性插值. 抛物线法的主要思想则是用基于三个点的二次

插值多项式来近似 f(x).
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具体做法如下: 假定已知三个相邻的迭代值 xk−2, xk−1, xk,构造过点 (xk−2, f(xk−2)), (xk−1,

f(xk−1)), (xk, f(xk))的二次曲线 p2(x),然后用 p2(x)的零点作为下一步的迭代值 xk+1.

图 5.5. 抛物线法的几何含义

- 在抛物线法中,有两个问题需要解决:

(1) 二次曲线 p2(x)的构造. 可以通过插值方法解决,比如,由 Newton插值公式可得

p2(x) = f(xk) + f [xk, xk−1](x− xk) + f [xk, xk−1, xk−2](x− xk)(x− xk−1).

(2) 零点的选取. 此时 p2(x)有两个零点,即

xk −
2f(xk)

ω ±
√
ω2 − 4f(xk)f [xk, xk−1, xk−2]

,

其中

ω = f [xk, xk−1] + f [xk, xk−1, xk−2](xk − xk−1).

取哪个作为 xk+1呢? 通常的做法是取靠近 xk 的那个零点.

- 在一定条件下可以证明: 抛物线法的局部收敛阶为

p ≈ 1.840. (p3 − p2 − p− 1 = 0)

几点注记

(1) 与割线法相比,抛物线法具有更高的收敛阶.

(2) 抛物线法可能涉及复数运算,有时可以用来求复根.

(3) 抛物线法需提供三个初始值.

(4) 抛物线法也称为Muller法.
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5.6 课后练习

练习 5.1 用对分法求方程 f(x) = x2+x− 1在 [0, 1]中的零点近似值 x̃,要求 |f(x̃)| < 0.5× 10−2.

练习 5.2 计算 f(x) = x3 − 2x2 + 1的零点 x∗ = 1,试分析下列迭代公式的 (局部)收敛性

(1) xk+1 = 2− 1/x2k

(2) xk+1 =
3
√

2x2k − 1

(3) xk+1 =
1√

2− xk
练习 5.3 设 f(x) ∈ C1[−∞,+∞],且 0 < m ≤ f ′(x) ≤ M . 试证明: 若 α ∈ (0, 2/M),则对任意初

值 x0 ∈ R,迭代方法

xk+1 = xk − αf(xk), k = 0, 1, 2, . . .

收敛,且其极限是 f(x)的零点 x∗.

练习 5.4 设 x∗ 是 f(x)的单重零点, φ(x) = x− p(x)f(x)− q(x)f2(x). 试确定 p(x)和 q(x),使得

以 φ(x)为迭代函数的求解 f(x) = 0的不动点迭代至少具有三阶 (局部)收敛速度.

练习 5.5∗设 x∗是 f(x)的单重零点,对于 Newton法 xk+1 = xk − f(xk)/f ′(xk),证明

lim
k→∞

xk+1 − xk
(xk − xk−1)2

= − f
′′(x∗)

2f ′(x∗)
.

(这里假定 xk 是收敛到 x∗的)

练习 5.6 应用 Newton法于 f(x) = x3 − a = 0,其中 a ≥ 0. 导出计算 3
√
a的迭代公式,并讨论其

全局收敛性,即对任意给定的非零 x0 ∈ R,迭代是否收敛?

练习 5.7 设 a > 0,并假定 x0充分靠近
√
a. 证明迭代公式

xk+1 =
xk(x

2
k + 3a)

3x2k + a
, k = 0, 1, 2, . . .

是计算
√
a的三阶方法,并计算

lim
k→∞

xk+1 − xk
(xk − xk−1)3

.

练习 5.8∗设函数 φ(x) ∈ C1[−∞,+∞],且满足 |φ′(x)| < 1,则迭代格式

xk+1 = φ(xk), k = 0, 1, 2, . . .

是否收敛? (如果收敛则给出证明,否则给出反例)
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In the mathematical subfield of numerical analysis, interpolation is a method of constructing new

data points from a discrete set of known data points.

— Psychology Wiki

许多实际问题都可用函数来表示其某种内在规律的数量关系, 比如气候变化, 但精确的函数

表达式通常是无法得到的,我们能获取的往往只有通过实验或观测得到的数据,一个很自然的问

题就是如何根据这些数据来推测或估计其它点的函数值？此时就需要用到数值逼近技术,其中一

个主要的手段就是函数插值.

例 6.1 已测得在某处海洋不同深度处的水温如下:

深度 (M) 466 741 950 1422 1634

水温 (◦C) 7.04 4.28 3.40 2.54 2.13

根据这些数据,请合理地估计出其它深度 (如 500, 600, 800米 . . .)处的水温.

6.1 多项式插值

什么是插值

定义 6.1 已知函数 y = f(x)在区间 [a, b]上有定义,且已经测得其在点

a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b (6.1)

处的值为 y0 = f(x0), · · · , yn = f(xn). 如果存在一个简单易算的函数 p(x),使得

p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, (6.2)

则称 p(x)为 f(x)的插值函数. 区间 [a, b]称为插值区间, xi (i = 0, 1, . . . , n)称为插值节点,条件

(6.2)称为插值条件.

- 插值节点可以不按递增排列,但必须确保互不相同！
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插值法

求插值函数 p(x)的方法就称为插值法. 常见的插值法有:

• 多项式插值: p(x)为多项式,多项式是常用的插值函数;
• 分段多项式插值: p(x)为分段多项式,用分段多项式插值是常用的插值法;
• 有理插值: p(x)为有理函数;
• 三角插值: p(x)为三角函数;
• · · · · · ·

本讲主要介绍多项式插值和分段多项式插值.

多项式插值

定义 6.2 (多项式插值) 已知函数 y = f(x)在区间 [a, b]上 n+ 1个点

a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b

处的函数值为 y0 = f(x0), · · · , yn = f(xn). 多项式插值就是寻找一个次数不超过 n的多项式的

函数

p(x) = c0 + c1 + · · ·+ cnx
n, (6.3)

使得

p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

- 需要指出的是, p(x)的次数有可能小于 n.

定理 6.1 (多项式插值存在唯一性) 满足插值条件的多项式 p(x)存在且唯一.

证明. 待定系数法. 设 p(x) 的表达式为 (6.3). 将插值条件 p(xi) = yi 代入, 得到一个关于

c0, c1, . . . , cn 的线性方程组, 其系数矩阵正好是一个关于 x0, x1, . . . , xn 的 Vandermonde矩阵. 因

此当插值节点互不相同时,其行列式不为 0. 所以系数矩阵可逆,即解存在唯一. □

- 该定理的证明过程事实上也给出了一种求 p(x)的方法,但这个方法比较复杂,当插值点较

多时,需要解一个很大的线性方程组,不实用,后面将给出几个较简单的计算方法.

例 6.2 线性插值: 求一个一次多项式 p(x),满足:

p(x0) = y0, p(x1) = y1.

解. 由于 p(x)是一次多项式,即代表一条直线. 因此由点斜式可知

p(x) = y0 +
y1 − y0
x1 − x0

(x− x0)

= y0 −
y0(x− x0)
x1 − x0

+ y1
x− x0
x1 − x0
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= y0
x− x1
x0 − x1

+ y1
x− x0
x1 − x0

.

记 l0(x) =
x− x1
x0 − x1

, l1(x) =
x− x0
x1 − x0

,则 p(x)就可以表示成 l0(x)和 l1(x)的线性组合,即

p(x) = y0l0(x) + y1l1(x).

我们进一步观察可知

l0(x0) = 1, l0(x1) = 0;

l1(x0) = 0, l1(x1) = 1.

□

例 6.3 抛物线插值: 求一个二次多项式 p(x),满足:

p(x0) = y0, p(x1) = y1, p(x2) = y2.

解. 借鉴线性插值思想,如果能构造出三个二次多项式 l0(x), l1(x), l2(x),满足

l0(x0) = 1, l0(x1) = 0, l0(x2) = 0;

l1(x0) = 0, l1(x1) = 1, l1(x2) = 0;

l2(x0) = 0, l2(x1) = 0, l2(x2) = 1.

则由插值条件可知, p(x)可以表示成

p(x) = y0l0(x) + y1l1(x) + y2l2(x).

现在的问题是如何构造 l0(x), l1(x), l2(x). 我们可以使用待定系数法.

由于 l0(x)是二次多项式,且满足 l0(x1) = l0(x2) = 0,因此 l0(x)可以写成

l0(x) = α(x− x1)(x− x2),

其中 α是待定系数 (常数). 将 l0(x0) = y0代入可得 α =
1

(x0 − x1)(x0 − x2)
. 所以

l0(x) =
(x− x1)(x− x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

.

同理可得

l1(x) =
(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

,

l2(x) =
(x− x0)(x− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

.

□

我们注意到, p(x)之所以可以写成 l0(x), l1(x)和 l2(x)的线性组合,是因为 l0(x), l1(x), l2(x)组成

了线性空间

H2(x) ≜
{
次数不超过 2的多项式的全体

}
的一组基,而 p(x) ∈ H2(x),因此 p(x)可以由 l0(x), l1(x), l2(x)线性表出. 这种利用基函数来计算

插值函数的方法就是基函数插值法.
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基函数插值法

记

Hn(x) ≜ {所有次数不超过 n的实系数多项式组成的集合},

则Hn构成一个 n+1维的线性空间. 易知, n次多项式插值就是在Hn中寻找一个多项式 p(x),使

得插值条件 (6.2)成立.

设 {ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕn(x)}是 Hn的一组基,则 p(x)可以表示成

p(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + · · ·+ anϕn(x),

其中 a0, a1, . . . , an是线性表出系数.

多项式插值的两个关键问题

(1) 寻找合适的基函数;

(2) 确定插值多项式在这组基下的线性表出系数.
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6.2 Lagrange插值

将线性插值和抛物线插值的思想推广到一般情形,就得到 Lagrange插值法,它是基函数插值

法的典型代表.

6.2.1 Lagrange基函数

定义 6.3 设 lk(x)是 n次多项式,且在插值节点 x0, x1, . . . , xn上满足

lk(xi) =

 1, i = k

0, i ̸= k
i, k = 0, 1, 2, . . . , n. (6.4)

则称 lk(x)为节点 x0, x1, . . . , xn上的 n次 Lagrange基函数.

下面利用构造法计算 lk(x)的表达式. 由条件 (6.4)可知 x0, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn是 lk(x)的

零点,又 lk(x)是 n次多项式,故可设

lk(x) = α(x− x0) · · · (x− xk−1)(x− xk+1) · · · (x− xn),

其中 α是待定系数. 将条件 lk(xk) = 1代入可得

α =
1

(xk − x0) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn)
.

所以

lk(x) =
(x− x0) · · · (x− xk−1)(x− xk+1) · · · (x− xn)

(xk − x0) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn)

=

n∏
i=0, i ̸=k

x− xi
xk − xi

.

• 容易证明: l0(x), l1(x), . . . , ln(x)线性无关,因此它们构成 Hn(x)的一组基.
• l0(x), l1(x), . . . , ln(x)与插值节点有关,但与 f(x)无关.

如何用 Lagrange基函数求插值多项式

由于 l0(x), l1(x), . . . , ln(x)构成 Hn(x)的一组基,所以插值多项式 p(x)可以写成

p(x) = a0l0(x) + a1l1(x) + · · ·+ anln(x).

将插值条件 (6.2)代入可得

ai = yi, i = 0, 1, 2, . . . , n.

所以

p(x) = y0l0(x) + y1l1(x) + · · ·+ ynln(x).
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我们将这个多项式记为 Ln(x),它就是 Lagrange插值多项式,即

Ln(x) =

n∑
k=0

yklk(x) =

n∑
k=0

yk

n∏
i=0, i ̸=k

x− xi
xk − xi

. (6.5)

当 n = 1和 2时,就可以得到线性插值多项式和抛物线插值多项式.

- Ln(x)通常是 n次的,但也可能会低于 n次. 如: 抛物线插值中,如果三点共线,则 L2(x)是

一次多项式.

例 6.4 已知函数 f(x) = ln(x)的函数值如下: (Interp_Lagrange_01.m)

x 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

f(x) -0.9163 -0.6931 -0.5108 -0.3567 -0.2231

试分别用线性插值和抛物线插值计算 ln(0.54)的近似值.

解. 为了减小截断误差,通常选取离插值点 x比较近的点作为插值节点.

线性插值: 取插值节点 x0 = 0.5, x1 = 0.6. 根据 Lagrange 插值公式, 可得 f(x) 在区间

[0.5, 0.6]上的线性插值为

L1(x) = y0
x− x1
x0 − x1

+ y1
x− x0
x1 − x0

≈ 0.1823x− 1.6046.

将 x = 0.54代入可得 ln(0.54) ≈ −0.6202.

抛物线插值: 取插值节点 x0 = 0.4, x1 = 0.5, x2 = 0.6. 根据 Lagrange插值公式,可得 f(x)

在 x = 0.54上的近似值为

ln(0.54) ≈ L2(0.54)

= y0
(0.54− x1)(0.54− x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

+ y1
(0.54− x0)(0.54− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

+ y2
(0.54− x0)(0.54− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

≈ −0.6153.

□

- 我们将需要插值的点称为插值点,比如上面例题中的 0.54. 在实际计算中,一般不需要给出

插值多项式的具体表达式,可以直接将插值点代入进行计算,得到近似值.

- Lagrange插值简单方便,只要给定插值节点就可写出基函数,易于计算机实现.

6.2.2 插值余项

首先复习一下数学分析中的罗尔 (Roll)定理.

定理 6.2 (罗尔 (Roll)中值定理) 设 f(x)满足: (1)在 [a, b]上连续, (2)在 (a, b)内可导, (3) f(a) =
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f(b),则在 (a, b)内至少存在一点 ξ,使得

f ′(ξ) = 0.

记 Lagrange插值多项式的余项为

Rn(x) ≜ f(x)− Ln(x).

定理 6.3 设 f(x) ∈ Cn[a, b] (即存在 n阶连续导数), 且 f (n+1)(x) 在 (a, b) 内存在. 则对 ∀x ∈
[a, b],都存在 ξx ∈ (a, b)使得

Rn(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x) , (6.6)

其中 ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn). (板书)

证明. 只需证明等式 (6.6)对所有 x ∈ [a, b]都成立即可.

首先证明等式 (6.6)在所有插值节点 xi上都成立. 易知等式左边Rn(xi) = f(xi)−Ln(xi) = 0.

又由 ωn+1(x)的表达式可知 ω(xi) = 0. 因此等式 (6.6)成立.

下面证明等式 (6.6)对其他点也成立. 由 Rn(xi) = f(xi)− Ln(xi) = 0可知 x0, x1, x2, . . . , xn

是 Rn(x)的零点,因此 Rn(x)可以写成

Rn(x) = K(x)(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) = K(x)ωn+1(x), (6.7)

其中K(x)待定.

设 x̃是 [a, b]中的任意一点,且 x̃ ̸= xi, i = 0, 1, 2, . . . , n. 下面证明等式 (6.6)在点 x̃上也成立,

即证明: 存在 ξx̃使得K(x̃) =
f (n+1)(ξx̃)

(n+ 1)!
.

构造函数

φ(t) ≜ f(t)− Ln(t)−K(x̃)ωn+1(t). (6.8)

由 (6.7)可知,

φ(x̃) = f(x̃)− Ln(x̃)−K(x̃)ωn+1(x̃) = Rn(x̃)−K(x̃)ωn+1(x̃) = 0.

又

φ(xi) = f(xi)− Ln(xi)−K(x̃)ωn+1(xi) = 0− 0 = 0, i = 0, 1, 2, . . . , n,

所以 φ(t)在 [a, b]内至少有 n+2个互不相同的零点,即 x̃, x0, x1, . . . , xn. 根据条件, φ(t)是 n阶连

续可导的且存在 n+ 1阶导数,因此由罗尔定理可知, φ′(t)在 (a, b)内至少有 n+ 1个互不相同的

零点. 再根据罗尔定理, φ′′(t)在 (a, b)内至少有 n个互不相同的零点. 以此类推,可知 φ(n+1)(t)在

(a, b)内至少有 1个零点,不妨设为 ξx̃,即 φ(n+1)(ξx̃) = 0. 代入 (6.8)可得

f (n+1)(ξx̃)− L(n+1)
n (ξx̃)−K(x̃)ω

(n+1)
n+1 (ξx̃) = 0.

又 L
(n+1)
n (t) = 0, ω(n+1)

n+1 (t) = (n+ 1)!,因此

K(x̃) =
f (n+1)(ξx̃)

(n+ 1)!
.

由此可知,等式 (6.6)对 [a, b]内的所有点都成立. □
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- 余项中的 ξx与 x是相关的.

特别地,当 n = 1时,线性插值的余项是 (假定 x0 < x1)

R1(x) =
1

2
f ′′(ξx)(x− x0)(x− x1), ξx ∈ (x0, x1).

当 n = 2时,抛物线插值的余项是 (假定 x0 < x1 < x2)

R2(x) =
1

6
f ′′′(ξx)(x− x0)(x− x1)(x− x2), ξx ∈ (x0, x2).

- • 余项公式只有当 f(x)的高阶导数存在时才能使用;
• ξx与 x有关,通常无法确定,因此在实际应用中,通常是估计其上界,即

如果有 max
a≤x≤b

|f (n+1)(x)| =Mn+1, 则 |Rn(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|ωn+1(x)|.

• 在利用插值方法计算插值点 x上的近似值时,应尽量选取与 x相近的插值节点.

例 6.5 数据同例 6.5,试估计用线性插值和抛物线插值计算 ln(0.54)时的误差.

解. 线性插值: 取插值节点 x0 = 0.5, x1 = 0.6,则插值余项

|R1(x)| =

∣∣∣∣∣f (2)(ξx)2!
(x− x0)(x− x1)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ξ−2
x

2
(0.54− 0.5)(0.54− 0.6)

∣∣∣∣ %(ξx ∈ (x0, x1))

≤ 2× 0.04× 0.06 = 0.048.

抛物线插值: 取插值节点 x0 = 0.4, x1 = 0.5, x1 = 0.6,插值余项:

|R2(x)| =

∣∣∣∣∣f (3)(ξx)3!
(x− x0)(x− x1)(x− x2)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2ξ−3
x

3!
(0.54− 0.4)(0.54− 0.5)(0.54− 0.6)

∣∣∣∣ %(ξx ∈ (x0, x2))

≤ 125

8
× 0.14× 0.04× 0.06 = 0.00175.

□

K 思考：由上例可知,抛物线插值要优于线性插值,是不是插值多项式次数越高,插值精度就

越好？

例 6.6 Runge现象: 已知函数 f(x) =
1

1 + x2
,插值区间 [−5, 5],取等距插值节点,即 xi = −5 +

10i

n
, i = 0, 1, 2, . . . , n,画出当 n = 2, 4, 6, 8, 10, 12时,插值多项式 Ln 的图像. 并由此说明,插值
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多项式并不一定是次数越高就越好! (Interp_Lagrange_Runge.m)

解. 当 n = 2, 4, 6, 8, 10时,原函数 f(x)和插值多项式 Ln的图像如下:

□

拓展阅读

除了Runge现象以外,俄罗斯数学家C. H. Bernstein在 1916年还给出了以下结论:函数 f(x) =

|x|在 [−1, 1]上取 n+ 1个等距节点进行插值,其中 x0 = −1, xn = 1,构造出的 n插值多项式

记为 pn(x). 当 n不断增大时,除了 −1, 0, 1这三个点外,在 [−1, 1]中任何点处 pn(x)都不收

敛于 f(x). 该结论的证明可以参见《函数构造论》(下册,何旭初和唐述剑翻译,科学出版社,

1959).
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例 6.7 设 f(x) ∈ C2[a, b],证明:

max
a≤x≤b

∣∣∣∣f(x)− [f(a) + f(b)− f(a)
b− a

(x− a)
]∣∣∣∣ ≤ 1

8
M2(b− a)2,

其中M2 = max
a≤x≤b

|f ′′(x)|.

证明. 记

L1(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a),

则

L1(a) = f(a), L1(b) = f(b).

因此, L1(x)是 f(x)关于插值节点 x0 = a, x1 = b的线性插值多项式. 由多项式插值的余项公式

(6.6)可知

R1(x) = f(x)− L1(x) =
f ′′(ξx)

2!
(x− a)(x− b), ξx ∈ (a, b).

因此当 x ∈ [a, b]时,有

|f(x)− L1(x)| =
|f ′′(ξx)|

2
|(x− a)(x− b)|

≤ M2

2
(x− a)(b− x)

≤ M2

2

(
(x− a) + (b− x)

2

)2

=
1

8
M2(b− a)2.

所以结论成立. □

6.2.3 Lagrange基函数的两个重要性质

如果 f(x)是一个次数不超过 n的多项式,则 f (n+1)(x) ≡ 0,因此

Rn(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x) ≡ 0.

所以我们有下面的性质.

性质 6.1 当 f(x)为一个次数不超过 n的多项式时,其 n次插值多项式是精确的.

设 f(x) = xm,其中 0 ≤ m ≤ n,则由性质 6.1可知 f(x) = Ln(x),即

n∑
k=0

xmk lk(x) = xm, 0 ≤ m ≤ n. (6.9)

特别地,当m = 0时,有

n∑
k=0

lk(x) = 1.

这是一个很有趣的性质.
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例 6.8 设 li(x)是关于点 x0, x1, . . . , x5的 Lagrange插值基函数. 证明:
5∑

i=0

(xi − x)2li(x) = 0.

证明. 直接展开可得
5∑

i=0

(xi − x)2li(x) =
5∑

i=0

(x2i − 2xix+ x2)li(x)

=

5∑
i=0

x2i li(x)− 2x

5∑
i=0

xili(x) + x2
5∑

i=0

li(x) (6.10)

根据等式 (6.9)可知
5∑

i=0

x2i li(x) = x2,

5∑
i=0

xili(x) = x,

5∑
i=0

li(x) = 1,

代入 (6.10),即可知结论成立. □
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6.3 Newton插值

为什么 Newton插值

Lagrange插值简单易用,但若增加插值节点时,全部基函数 lk(x)都需重新计算,很不方便!

解决办法就是寻找新的基函数组, 使得当节点增加时, 只需在原有基函数的基础上再增加一

些新的基函数即可. 这样,原有的基函数仍然可以使用.

基于这种基函数的选取方法,我们还可能设计一个可以逐次生成插值多项式的算法,即

pn+1(x) = pn(x) + un+1(x) ,

其中 pn+1(x)和 pn(x)分别为 f(x)的 n+ 1次和 n次插值多项式,而且 un+1(x)可以很容易地给

出.

Newton插值基函数

设插值节点为 x0, x1, . . . , xn,考虑函数组

ϕ0(x) = 1

ϕ1(x) = x− x0

ϕ2(x) = (x− x0)(x− x1)

· · · · · ·

ϕn(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1).

显然, ϕk(x) 是 k 次多项式, 且 ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕn(x) 线性无关, 因此它们组成多项式线性空间

Hn(x)的一组基.

这组基函数的优点是当增加一个新的插值节点 xn+1 时,只需在原有的基的基础上增加下面

的函数即可

ϕn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)(x− xn) .

这意味着原来的基函数仍然可以使用. Newton插值法就是基于这组基函数组的插值方法.

设 pn(x)是 f(x)在节点 x0, x1, . . . , xn上的 n次插值多项式. 由于 ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕn(x)构

成 Hn(x)上的一组基,因此 pn(x)可以写成

pn(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + · · ·+ anϕn(x).

需要解决两个问题

(1) 怎样确定参数 a0, a1, . . . , an?

(2) 如果得到从 pn(x)到 pn+1(x)的递推方法?

解决以上问题,我们需要用到差商.
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6.3.1 差商

定义 6.4 设节点 x0, x1, . . . , xn,我们称

f [xi, xj ] =
f(xj)− f(xi)

xj − xi
为 f(x)关于点 xi, xj 的一阶差商;称

f [xi, xj , xk] =
f [xj , xk]− f [xi, xj ]

xk − xi
为 f(x)关于点 xi, xj , xk 的二阶差商;一般地,称

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, x2, . . . , xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − x0
为 f(x)关于点 x0, x1, . . . , xk 的 k阶差商.

- 差商有时也称为均差.

差商基本性质

• 差商可以表示为函数值的线性组合,即 (可以用归纳法证明)

f [x0, x1, . . . , xk] =

k∑
j=0

f(xj)
k∏

i=0, i ̸=j

(xj − xi)
=

k∑
j=0

f(xj)

ω′
k+1(xj)

, (6.11)

其中 ωk+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xk). 由此可见,差商与节点的排序无关,即差商

具有下面的对称性:

f [x0, x1, . . . , xk] = f [xi0 , xi1 , . . . , xik ]

其中 i0, i1, . . . , ik 是 0, 1, . . . , k的一个任意排列.
• 根据差商的对称性,我们可以给出差商的等价定义,如:

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x0, . . . , xk−2, xk]− f [x0, . . . , xk−2, xk−1]

xk − xk−1
.

• 若 h(x) = αf(x),其中 α是常数,则

h[x0, x1, . . . , xk] = αf [x0, x1, . . . , xk].

• 若 h(x) = f(x) + g(x),则

h[x0, x1, . . . , xk] = f [x0, x1, . . . , xk] + g[x0, x1, . . . , xk].

• k 阶差商与 k 阶导数之间的关系: 若 f(x)在 [a, b]上有 k 阶导数, 则至少存在一点 ξ ∈
(a, b),使得

f [x0, x1, . . . , xk] =
f (k)(ξ)

k!
. (6.12)

差商的计算

利用差商的递推定义,我们可以构造下面的差商表来计算差商.
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xi f(xi) 一阶差商 二阶差商 三阶差商 · · · n阶差商

x0 f(x0)

x1 f(x1) f [x0, x1]

x2 f(x2) f [x1, x2] f [x0, x1, x2]

x3 f(x3) f [x2, x3] f [x1, x2, x3] f [x0, x1, x2, x3]
...

...
...

...
... · · ·

xn f(xn) f [xn−1, xn] f [xn−2, xn−1, xn] f [xn−3, xn−2, xn−1, xn] · · · f [x0, x1, . . . , xn]

例 6.9 已知 y = f(x)的函数值表如下,试计算其各阶差商 (Interp_newton_dq.m)

i 0 1 2 3

xi -2 -1 1 2

f(xi) 5 3 17 21

解. 通过计算可得差商表如下:

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商 三阶差商

-2 5

-1 3 -2

1 17 7 3

2 21 4 -1 -1

□

6.3.2 Newton插值公式

下面我们开始推导 Newton插值公式. 由差商的定义可知

f [x, x0] =
f(x)− f(x0)

x− x0
,

所以

f(x) = f(x0) + f [x, x0](x− x0). (6.13)

同理,由

f [x, x0, x1] =
f [x, x0]− f [x0, x1]

x− x1
可得

f [x, x0] = f [x0, x1] + f [x, x0, x1](x− x1). (6.14)

以此类推,我们有

f [x, x0, x1] = f [x0, x1, x2] + f [x, x0, x1, x2](x− x2) (6.15)
...
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f [x, x0, . . . , xn−1] = f [x0, x1, . . . , xn] + f [x, x0, x1, . . . , xn](x− xn). (6.16)

将等式 (6.13)-(6.16)联立可得 (依次将后面一式代入前面一式)

f(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0)

+ f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1)

+ · · ·

+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1)

+ f [x, x0, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1)(x− xn).

所以

f(x) = Nn(x) +Rn(x),

其中

Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + · · ·+ an(x− x0) · · · (x− xn−1), (6.17)

a0 = f(x0), ai = f [x0, x1, . . . , xi], i = 1, 2, . . . , n.

Rn(x) = f [x, x0, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1)(x− xn).

我们注意到, Nn(x)是一个 n次多项式. 而且通过直接验证可知

Rn(xi) = 0, i = 0, 1, 2, . . . , n.

所以

f(xi) = Nn(xi) +Rn(xi) = Nn(xi), i = 0, 1, 2, . . . , n.

即 Nn(x)是满足插值条件 (6.2)的 n次插值多项式. 我们称之为 Newton插值多项式.

由 Nn(x)的表达式,我们可以立即得到下面的递推公式:

Nn+1(x) = Nn(x) + f [x0, x1, . . . , xn+1]
n∏

i=0

(x− xi).

由插值多项式的存在唯一性可知, Newton插值多项式与 Lagrange插值多项式是一样的,即

Nn(x) ≡ Ln(x),

所以,它们的插值余项也一样,即

f [x, x0, . . . , xn]
n∏

i=0

(x− xi) ≡
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi).

由此,我们立即可以得到下面的结论.

性质 6.2 设 f(x) ∈ Cn[a, b] (n阶连续可导),且 f (n+1)(x)在 (a, b)内存在. 则对 ∀x ∈ [a, b],存
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在 ξx ∈ (a, b)使得

f [x, x0, . . . , xn] =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
.

这就是我们前面提到的差商与导数之间的关系 (6.12),即

f [x0, x1, . . . , xk] =
f (k)(ξ)

k!
.

- Newton插值余项更具实用性,因为它仅涉及插值点与插值节点的差商,而不需要计算导数,

因此在导数不存在的情况下仍然可以使用. 但在计算差商 f [x, x0, . . . , xn]时,由于 f(x)未

知,只能使用插值得到的近似值,因此得到的差商可能具有一定的偏差.

例 6.10 已知函数 f(x) = ln(x)的函数值如下: (Interp_newton_01.m)

x 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

f(x) -0.9163 -0.6931 -0.5108 -0.3567 -0.2231

试分别用 Newton线性插值和抛物线插值计算 ln(0.54)的近似值.

解. 取插值节点 x0 = 0.5, x1 = 0.6, x2 = 0.4,做差商表:

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商

0.5 -0.6931

0.6 -0.5108 1.8230

0.4 -0.9163 2.0275 -2.0450

于是可得, Newton线性插值在 x = 0.54上的近似值为

N1(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) ≈ −0.6931 + 1.8230(x− 0.5) ≈ −0.6202.

Newton抛物线插值在 x = 0.54上的近似值为

N2(x) = N1(x) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) ≈ −0.6153.

□

K 思考：这里插值节点顺序为什么这么取?

- 在 Newton插值法中,我们只需要使用差商表中对角线部分的值.

- 增加插值节点时,新增的插值点必须排在已有插值节点的后面 (不是按值的大小排序).

可以看出,当增加一个节点时,牛顿插值公式只需在原来的基础上增加一项,前面的计算结果

仍然可以使用. 与拉格朗日插值相比,牛顿插值具有灵活增加插值节点的优点!
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6.3.3 差分

在实际应用中,为了计算方便,我们通常采用等距节点,即:

xi = x0 + i× h, i = 0, 1, 2, . . . , n, (6.18)

这里 h > 0为步长. 此时,我们可以用差分简化 Newton插值公式.

定义 6.5 (向前差分) 设 {xi}是由 (6.18)定义的等距节点,则函数 f(x)在 xi处以 h为步长的一

阶 (向前)差分定义为

∆fi = f(xi+1)− f(xi) = f(xi + h)− f(xi).

类似地,称

∆2fi = ∆(∆fi) = ∆fi+1 −∆fi

为 xi处的二阶差分. 一般地,称

∆nfi = ∆(∆n−1fi) = ∆n−1fi+1 −∆n−1fi

为 xi处的 n阶差分.

为了表示方便,我们引入两个算子:

Ifi = fi, Efi = fi+1,

分别称为不变算子和位移算子. 于是

∆fi = fi+1 − fi = Efi − Ifi = (E− I)fi.

所以我可以得到下面的差分与函数值之间的关系:

∆nfi = (E− I)nfi =

[
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
En−k

]
fi

=
n∑

k=0

(−1)kn(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
fn−k+i.

反之,有

fn+i = Enfi = (I +∆)nfi =

n∑
k=0

(
n

k

)
∆kfi.

差分与差商之间的关系

由差商定义可知

f [x0, x1] =
f1 − f0
x1 − x0

=
1

h
∆f0.

事实上,对于任意两个相邻的节点,都有上面的等式,即

f [xk, xk+1] =
fk+1 − fk
xk+1 − xk

=
1

h
∆fk.

对于任意三个相邻的节点,有

f [xk, xk+1, xk+2] =
f [xk+2, xk+1]− f [xk+1, xk]

xk+2 − xk
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=
1

2h

(
1

h
∆fk+1 −

1

h
∆fk

)
=

1

2

1

h2
∆2fk.

一般地,对于任意m+ 1个相邻的节点,有

f [xk, xk+1, . . . , xk+m] =
1

m!

1

hm
∆mfk.

所以由差商与导数之间的关系 (6.12)可知

∆mfk = hmm!× f [xk, xk+1, . . . , xk+m] = hmf (m)(ξ), ξ ∈ (xk, xk+m).

差分的计算

与差商表类似,我们也可以通过下面的差分表来计算差分.

xi f(xi) 一阶差分 二阶差分 三阶差分 · · · n阶差分

x0 f(x0) ∆f0 ∆2f0 ∆3f0 · · · ∆nf0

x1 f(x1) ∆f1 ∆2f1 ∆3f1
...

...
...

...
...

xn−2 f(xn−2) ∆fn−2 ∆2fn−2

xn−1 f(xn−1) ∆fn−1

xn f(xn)

- MATLAB中计算差分的函数为: diff(x),可以计算高阶差分,如: diff(x,2).

Newton向前插值公式

如果采用等距插值节点 xi = x0 + i h,其中 h > 0为步长,则我们可以用差分来简化 Newton

插值公式. 设 x = x0 + th,则

Nn(x) = Nn(x0 + th)

= f(x0) + t∆f0 +
t(t− 1)

2!
∆2f0 +

t(t− 1)(t− 2)

3!
∆3f0 + · · ·

+
t(t− 1) · · · (t− n+ 1)

n!
∆nf0. (6.19)

这就是Newton向前插值公式. 插值余项为

Rn(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
t(t− 1) · · · (t− n)hn+1.

例 6.11 给定 f(x) = cos(x)在等距节点 0 : 0.1 : 0.5处的函数值,试用 4次 Newton向前插值公

式计算 f(0.048)的近似值,并估计误差. (Interp_newton_02.m)
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解. 取等距节点 x = 0 : 0.1 : 0.4,做差分表

xi f(xi) 一阶差分 二阶差分 三阶差分 四阶差分

0.0 1.00000 −0.00500 −0.00993 −0.00013 −0.00012
0.1 0.99500 −0.01493 −0.00980 −0.00025
0.2 0.98007 −0.02473 −0.00955
0.3 0.95534 −0.03428
0.4 0.92106

插值点 x = 0.048,则 t = (x− x0)/h = 0.48. 所以由 Newton向前插值公式 (6.19)可知, f(0.048)

的近似值为

N4(0.048) = 1.00000 + 0.48× (−0.00500)

+
1

2!
× 0.48(0.48− 1)(−0.00993)

+
1

3!
× 0.48(0.48− 1)(0.48− 2)(−0.00013)

+
1

4!
× 0.48(0.48− 1)(0.48− 2)(0.48− 3)(−0.00012)

≈ 0.99884.

余项为

|R4(0.048)| =

∣∣∣∣∣f (5)(ξ)5!
t(t− 1)(t− 2)(t− 3)(t− 4)h5

∣∣∣∣∣
≤ h5

5!
· |t(t− 1)(t− 2)(t− 3)(t− 4)| · max

0≤x≤0.4
|f (5)(x)|

≈ 1.09212× 10−7.

%四次 Newton向前插值公式只需用到前面 5个等距插值节点. □

- Newton向前插值公式只需用到差分表的第一行.

向后差分与中心差分

与向前差分类似,我们还可以定义向后差分:

∇fi = f(xi)− f(xi−1),

∇kfi = ∇(∇k−1fi) = ∇k−1fi −∇k−1fi−1, k = 2, 3, . . .

和中心差分:

δfi = f(xi+ 1
2
)− f(xi− 1

2
),

δkfi = δ(δk−1fi) = δk−1fi+ 1
2
− δk−1fi− 1

2
, k = 2, 3, . . . .
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6.4 Hermitian插值

为什么Hermitian插值

在许多实际应用中,不仅要求函数值相等,而且还要求若干阶导数也相等,如机翼设计等.

设插值节点为 x0, x1, . . . , xn,如果要求插值多项式满足

p(xi) = f(xi), p
′(xi) = f ′(xi), p

′′(xi) = f ′′(xi), · · · , p(m)(xi) = f (m)(xi).

则计算这类插值多项式的方法就称为Hermitian插值.

- 在 Hermitian插值中, 并不一定需要在所有插值节点上的导数都相等, 在有些情况下, 可能

只需要在部分插值点上的导数值相等即可.

6.4.1 重节点差商与 Taylor插值

首先介绍差商的一个重要性质.

定理 6.4 设 x0, x1, . . . , xn为 [a, b]上的互异节点, f(x) ∈ Cn[a, b],则 f [x0, x1, . . . , xn]是其变量

的连续函数.

例如, f [x, y] =
f(y)− f(x)

y − x
关于 x和 y都连续,且当 y → x时有

f [x, x] ≜ lim
y→x

f [x, y] = f ′(x).

这就是 f 在 x点的一阶重节点差商.

一般地, f 在点 x的 n阶重节点差商定义为

f [x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸ ] ≜ lim
xi→x

f [x, x1, x2, . . . , xn] =
1

n!
f (n)(x).

n+ 1个

在 Newton插值公式 (6.17)中,令 xi → x0, i = 1, 2, . . . , n,则

Nn(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) + · · ·

+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1)

= f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)2 + · · ·+

1

n!
f (n)(x0)(x− x0)n.

这就是 Taylor插值,也即是 f(x)在 x0点的 Taylor展开式的前 n+ 1项之和. 余项为

Rn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− x0)n+1.

- Taylor插值就是在一个插值点 x0的 n次 Hermitian插值.

6.4.2 两个典型的Hermitian插值

一般来说,给定m+ 1个插值条件,就可以构造出一个m次 Hermitian插值多项式. 这里介绍

两个典型的 Hermitian插值: 三点三次Hermitian插值和两点三次Hermitian插值.
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(1)三点三次Hermitian插值

设插值节点为 x0, x1, x2,则满足插值条件

p(x0) = f(x0), p(x1) = f(x1), p(x2) = f(x2), p′(x1) = f ′(x1),

的多项式 p(x)就称为三点三次Hermitian插值多项式.

由于 p(xi) = f(xi),仿照 Newton插值多项式,我们可以设

p(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1)

+ a(x− x0)(x− x1)(x− x2). (6.20)

其中 a是待定系数. 将 p′(x1) = f ′(x1)代入,可得

a =
f ′(x1)− f [x0, x1]− f [x0, x1, x2](x1 − x0)

(x1 − x0)(x1 − x2)
.

根据插值条件,我们可以将插值余项写成

R3(x) = f(x)− p(x) = K(x)(x− x0)(x− x1)2(x− x2),

其中K(x)待定. 与 Lagrange插值余项公式的推导过程类似,可得

R3(x) =
f (4)(ξx)

4!
(x− x0)(x− x1)2(x− x2),

其中 ξx位于由 x0, x1, x2和 x所界定的区间内.

例 6.12 已知函数 f(x) = x
3
2 ,插值条件为

f

(
1

4

)
=

1

8
, f(1) = 1, f

(
9

4

)
=

27

8
, f ′(1) =

3

2
,

是给出三次 Hermitian插值多项式,并写出余项. (计算过程中不要做近似计算)

解. 做差商表

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商

1/4 1/8

1 1 7/6

9/4 27/8 19/10 11/30

所以三次插值多项式可设为

p(x) =
1

8
+

7

6

(
x− 1

4

)
+

11

30

(
x− 1

4

)
(x− 1) + α

(
x− 1

4

)
(x− 1)

(
x− 9

4

)
.

将 p′(1) = f ′(1) = 3
2 代入,可得 α = − 14

225 ,所以三次 Hermitian插值多项式为

p(x) =
1

8
+

7

6

(
x− 1

4

)
+

11

30

(
x− 1

4

)
(x− 1)− 14

225

(
x− 1

4

)
(x− 1)

(
x− 9

4

)
= − 14

225
x3 +

263

450
x2 +

233

450
x− 1

25
.
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余项为

R(x) = f(x)− p(x) = f (4)(ξx)

4!

(
x− 1

4

)
(x− 1)2

(
x− 9

4

)
=

9ξ
−5/2
x

16× 4!

(
x− 1

4

)
(x− 1)2

(
x− 9

4

)
.

□

(2)两点三次Hermitian插值

设插值节点为 x0, x1,则满足插值条件

p(x0) = f(x0), p(x1) = f(x1), p′(x0) = f ′(x0), p′(x1) = f ′(x1)

的多项式 p(x)就称为两点三次Hermitian插值多项式,记为 H3(x).

仿照 Lagrange多项式的思想,可设

H3(x) = a0α0(x) + a1α1(x) + b0β0(x) + b1β1(x),

其中 α0(x), α1(x), β0(x), β1(x)均为三次多项式,且满足

α0(x0) = 1, α0(x1) = 0, α′
0(x0) = 0, α′

0(x1) = 0;

α1(x0) = 0, α1(x1) = 1, α′
1(x0) = 0, α′

1(x1) = 0;

β0(x0) = 0, β0(x1) = 0, β′
0(x0) = 1, β′

0(x1) = 0;

β1(x0) = 0, β1(x1) = 0, β′
1(x0) = 0, β′

1(x1) = 1.

根据插值条件可得

H3(x) = f(x0)α0(x) + f(x1)α1(x) + f ′(x0)β0(x) + f ′(x1)β1(x).

剩下的问题就是如何确定 α0(x), α1(x), β0(x), β1(x)的表达式.

我们首先考虑 α0(x). 由于 α0(x)是三次多项式,且 α0(x1) = 0, α′
0(x1) = 0,所以可设

α0(x) = (ax+ b)

(
x− x1
x0 − x1

)2

.

将 α0(x0) = 1, α′
0(x0) = 0代入可得

a =
2

x1 − x0
, b =

x1 − 3x0
x1 − x0

= 1− 2x0
x1 − x0

.

所以

α0(x) =

(
1 + 2

x− x0
x1 − x0

)(
x− x1
x0 − x1

)2

.

同理可得

α1(x) =

(
1 + 2

x− x1
x0 − x1

)(
x− x0
x1 − x0

)2

.

下面考虑 β0(x). 根据插值条件 β0(x0) = 0, β0(x1) = 0, β′
0(x1) = 0,可设

β0(x) = a(x− x0)
(
x− x1
x0 − x1

)2

.
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将 β′0(x0) = 1代入可得 a = 1,所以

β0(x) = (x− x0)
(
x− x1
x0 − x1

)2

.

同理可得

β1(x) = (x− x1)
(
x− x0
x1 − x0

)2

.

所以

H3(x) = f(x0)

(
1 + 2

x− x0
x1 − x0

)(
x− x1
x0 − x1

)2

+ f(x1)

(
1 + 2

x− x1
x0 − x1

)(
x− x0
x1 − x0

)2

+ f ′(x0)(x− x0)
(
x− x1
x0 − x1

)2

+ f ′(x1)(x− x1)
(
x− x0
x1 − x0

)2

.

(6.21)

插值余项为

R3(x) =
f (4)(ξx)

4!
(x− x0)2(x− x1)2.
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6.5 分段低次插值

为什么分段插值

由前面的例 6.6 (即 Runge现象)可知,当 n→∞时,插值多项式 Ln(x)并不一定收敛于 f(x).

事实上,对于例 6.6,可以证明,存在常数 c ≈ 3.63,当 |x| ≤ c时, lim
n→∞

Ln(x) = f(x),而当 |x| > c

时, {Ln(x)}发散.

我们自然会想到的问题是,怎样才能构造出收敛的插值方法呢 (即插值误差趋于零)? 这就需

要从插值余项入手. 通过观察插值余项公式,我们发现插值余项有两部分组成: f(x)的 n+ 1阶导

数和 ωn+1(x),即

max
a≤x≤b

|Rn(x)| = max
a≤x≤b

∣∣∣∣∣f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x)

∣∣∣∣∣ ≤ max
a≤x≤b

∣∣∣∣∣f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ · max
a≤x≤b

|ωn+1(x)| .

由于 f(x) 是给定的, 因此上式右端的第一项也是相对确定的. 所以我们只能想办法尽量降低

max
a≤x≤b

|ωn+1(x)|的大小. 显然该值与插值区间 [a, b]的长度有关: 长度越小则值也越小！

于是,人们提出了一个切实可行的方法: 分段插值方法,即将插值区间分割成若干小区间,然

后在每个小区间上进行插值,这样就可以降低每个小区间上的插值误差,从而减小在整个区间上

插值的误差.

下面我们介绍两个常用的分段插值方法: 分段线性插值和分段三次Hermitian插值.

6.5.1 分段线性插值

定义 6.6 设 a = x0 < x1 < · · · < xn = b为 [a, b]上的互异节点,已知 f(x)在这些节点上的函

数值为 f0, f1, . . . , fn. 求分段函数 Ih(x)满足

(1) Ih(x) ∈ C[a, b];
(2) Ih(xk) = fk, k = 0, 1, 2, . . . , n;

(3) Ih(x)在每个小区间 [xk−1, xk]上是线性多项式, k = 1, 2, . . . , n.

这就是分段线性插值, Ih(x)就称为 f(x)在 [a, b]上的分段线性插值函数.

由定义直接可知 Ih(x)在小区间 [xk−1, xk]上的表达式为

Ih(x) =
x− xk

xk−1 − xk
fk−1 +

x− xk−1

xk − xk−1
fk, x ∈ [xk−1, xk], k = 1, 2, . . . , n, (6.22)

且在 [xk−1, xk]上余项满足

max
xk−1≤x≤xk

|f(x)− Ih(x)| ≤
1

2!
max

xk−1≤x≤xk

|f ′′(x)| · max
xk−1≤x≤xk

|(x− xk−1)(x− xk)|

≤
h2k
8

max
xk−1≤x≤xk

|f ′′(x)|, (6.23)

其中 hk = xk − xk−1. 令 h = max
1≤k≤n

{hk},我们有下面的结论.
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定理 6.5 若 f(x) ∈ C2[a, b],则分段线性插值函数 Ih(x)满足

max
a≤x≤b

|f(x)− Ih(x)| ≤
M2

8
h2,

其中M2 = max
a≤x≤b

|f ′′(x)|. 所以

lim
h→0

Ih(x) = f(x)

在 [a, b]上一致成立,即 Ih(x)在 [a, b]上一致收敛到 f(x).

证明. 由 (6.23)可知

max
xk−1≤x≤xk

|f(x)− Ih(x)| ≤
h2kM2

8
≤ M2

8
h2.

所以

max
a≤x≤b

|f(x)− Ih(x)| ≤ max
1≤k≤n

max
xk−1≤x≤xk

|f(x)− Ih(x)| ≤ max
1≤k≤n

h2M2

8
=
M2

8
h2.

□

- 分段线性插值的优点: 简单易用;缺点: 插值函数在插值节点不可导.

K 思考：如果是分段抛物线插值,则结论是怎样的?

6.5.2 分段三次Hermitian插值

定义 6.7 设 a = x0 < x1 < · · · < xn = b为 [a, b]上的互异节点,已知 f(x)在这些节点上的函

数值和导数分别为 f0, f1, . . . , fn和 f ′0, f
′
1, . . . , f

′
n. 求分段函数 Ih(x)满足

(1) Ih(x) ∈ C1[a, b];

(2) Ih(xk) = fk, I ′h(xk) = f ′k, k = 0, 1, 2, . . . , n;

(3) Ih(x)在每个小区间 [xk−1, xk]上是三次多项式.

这就是分段三次Hermitian插值, Ih(x)就称为 f(x)在 [a, b]上的分段三次Hermitian插值函数.

由两点三次 Hermitian插值公式 (6.21)可知, Ih(x)在小区间 [xk−1, xk]上的表达式为

Ih(x) =

(
1 + 2

x− xk−1

xk − xk−1

)(
x− xk

xk−1 − xk

)2

fk−1

+

(
1 + 2

x− xk
xk−1 − xk

)(
x− xk−1

xk − xk−1

)2

fk

+ (x− xk−1)

(
x− xk

xk−1 − xk

)2

f ′k−1 + (x− xk)
(
x− xk−1

xk − xk−1

)2

f ′k,

x ∈ [xk−1, xk].

(6.24)

由两点三次 Hermitian插值法的余项公式,可知

max
xk−1≤x≤xk

|f(x)− Ih(x)| ≤
h4k
384

max
xk−1≤x≤xk

|f (4)(x)|,

其中 hk = xk − xk−1. 令 h = max
1≤k≤n

{hk},我们有下面的结论.
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定理 6.6 若 f(x) ∈ C4[a, b],则分段三次 Hermitian插值函数 Ih(x)满足

max
a≤x≤b

|f(x)− Ih(x)| ≤
M4

384
h4,

其中M4 = max
a≤x≤b

|f (4)(x)|. 所以, Ih(x)在区间 [a, b]上一致收敛到 f(x).

- 由余项公式可知,当 h比较小时,分段三次Hermitian插值比分段线性插值具有更高的精度,

且 h越小,误差越小.

- 分段三次 Hermitian插值的缺点: 需要知道 f(x)在插值节点的导数值, 而且插值函数只有

一阶导数,光滑度不高.

例 6.13 设 f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−5, 5],取等距插值节点 xk = −5 + k (即 10等分插值区间). 试

分别用分段线性插值和分段三次 Hermitian插值画出 f(x)的近似图像.

(Interp_piecewise_poly.m)
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6.6 三次样条插值

为了增加分段插值函数的光滑性,我们可以使用样条函数进行插值. 目前常用的为三次样条

函数,它具有二阶连续导数.

定义 6.8 设 a = x0 < x1 < · · · < xn = b为 [a, b]上的互异节点,已知 f(x)在这些节点上的函

数值为 f(xk) = fk, k = 0, 1, . . . , n. 求插值函数 S(x)满足

(1) S(x) ∈ C2[a, b],即二阶连续可导;

(2) S(xk) = yk, k = 0, 1, 2, . . . , n;

(3) S(x)是分段三次函数,即在每个小区间 [xk−1, xk]上是三次多项式.

这就是三次样条插值, S(x)就称为 f(x)在 [a, b]上的三次样条插值函数.

6.6.1 三次样条函数

定义 6.9 (三次样条函数) 设 a = x0 < x1 < · · · < xn = b 为 [a, b] 上的互异节点, 若函数

S(x) ∈ C2[a, b],且在每个小区间 [xk, xk+1]上是三次多项式,则称其为三次样条函数.

我们可以将 S(x)在小区间 [xk−1, xk]上的表达式记为 sk(x),即

S(x) = sk(x), x ∈ [xk−1, xk], k = 1, 2, . . . , n,

其中 sk(x)是三次多项式,且满足

sk(xk−1) = fk−1, sk(xk) = fk. (6.25)

于是

S(x) =



s1(x), x ∈ [x0, x1]

s2(x), x ∈ [x1, x2]
...

sn(x), x ∈ [xn−1, xn]

. (6.26)

由于 S(x) ∈ C2[a, b],所以 S′(x−k ) = S′(x+k ), S
′′(x−k ) = S′′(x+k ),即

s′k(x
−
k ) = s′k+1(x

+
k ), s′′k(x

−
k ) = s′′k+1(x

+
k ), k = 1, 2, . . . , n− 1. (6.27)

每个 sk(x)均为三次多项式,有 4个待定系数,所以共有 4n个待定系数,故需 4n个方程. 由 (6.25)

和 (6.27)可以得到 2n+ 2(n− 1) = 4n− 2个方程,还缺 2个方程！

- 实际问题中,通常会对样条函数 S(x)在两个端点 x = a和 x = b处的状态有一定的要求,

这就是边界条件.

6.6.2 边界条件

我们这里介绍三类常用的边界条件.
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(1) 第一类边界条件: 指定函数在两端点处的一阶导数,即

S′(x0) = f ′0, S′(xn) = f ′n

(2) 第二类边界条件: 指定函数在端点处的二阶导数,即

S′′(x0) = f ′′0 , S′′(xn) = f ′′n .

如果 f ′′0 = f ′′n = 0,则称为自然边界条件,此时 S(x)称为自然样条函数.

(3) 第三类边界条件: 假定 f(x)是周期函数,并设 xn − x0 是一个周期,于是要求 S(x)也是周

期函数,即

S(x0) = S(xn), S′(x+0 ) = S′(x−n ), S′′(x+0 ) = S′′(x−n ).

此时 S(x)称为周期样条函数.

- 由于 S(x0) = f0和 S(xn) = fn是已知的,所以第三类边界中只有后面两个才是新增

加的约束.

6.6.3 三次样条函数的计算

由于 S(x)二阶可导,所以可设

S′′(xk) =Mk, k = 0, 1, 2, . . . , n,

下面我们用Mk 来表示 S(x). 考虑 S(x)在区间 [xk−1, xk]上的表达式 sk(x),满足

s′′k(xk−1) =Mk−1, s′′k(xk) =Mk.

由于 sk(x)是三次多项式,故 s′′k(x)为线性函数. 所以由线性插值公式可知

s′′k(x) =
xk − x
hk

Mk−1 +
x− xk−1

hk
Mk,

其中 hk = xk − xk−1. 两边在 [xk−1, xk]上积分两次后可得

sk(x) =
(xk − x)3

6hk
Mk−1 +

(x− xk−1)
3

6hk
Mk + c1x+ c2, (6.28)

其中 c1, c2为积分常数. 将 sk(xk−1) = fk−1, sk(xk) = fk 代入后可得

c1 =
1

hk
(fk − fk−1)−

hk
6
(Mk −Mk−1) =

1

hk

[(
fk −

Mkh
2
k

6

)
−
(
fk−1 −

Mk−1h
2
k

6

)]
,

c2 = fk−1 −
Mk−1h

2
k

6
− c1xk−1 =

xk
hk

(
fk−1 −

Mk−1h
2
k

6

)
− xk−1

hk

(
fk −

Mkh
2
k

6

)
.

代入 (6.28),整理后可得

sk(x) =
(xk − x)3

6hk
Mk−1 +

(x− xk−1)
3

6hk
Mk

+
xk − x
hk

(
fk−1 −

Mk−1h
2
k

6

)
+
x− xk−1

hk

(
fk −

Mkh
2
k

6

)
. (6.29)

即 sk(x)可表示成 xk − x和 x− xk−1的奇次项的线性组合.
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将 xk = xk−1 + hk 代入 (6.29),整理后可得

sk(x) =
Mk −Mk−1

6hk
(x− xk−1)

3 +
Mk−1

2
(x− xk−1)

2

+

(
fk − fk−1

hk
− hk(Mk + 2Mk−1)

6

)
(x− xk−1) + fk−1. (6.30)

- 现在,问题转化为如何确定M0,M1, . . . ,Mn的值?

由于 S(x) ∈ C2[a, b],所以在节点处的一阶导数存在,故

S′(x−k ) = S′(x+k ), k = 1, 2, . . . , n− 1,

也即

s′k(x
−
k ) = s′k+1(x

+
k ).

所以可得方程
hk
6
Mk−1 +

hk + hk+1

3
Mk +

hk+1

6
Mk+1 =

fk+1 − fk
hk+1

− fk − fk−1

hk
.

为了书写方便,我们记

µk =
hk

hk + hk+1
, λk =

hk+1

hk + hk+1
,

dk =
6(f [xk, xk+1]− f [xk−1, xk])

hk + hk+1
= 6f [xk−1, xk, xk+1],

则上面的方程可写为

µkMk−1 + 2Mk + λkMk+1 = dk, k = 1, 2, . . . , n− 1. (6.31)

- 上述方程中的系数有个重要性质: µk + λk = 1

- 方程 (6.31)也可以写成

hkMk−1 + 2(hk + hk+1)Mk + hk+1Mk+1 = 6(f [xk, xk+1]− f [xk−1, xk])

这里有 n+ 1个变量,但只有 n− 1个方程. 此时需要通过边界条件增加两个方程. 下面对三

种边界条件分别讨论.

(1)第一类边界条件

给出函数在两端点处的一阶导数: S′(x0) = f ′0和 S′(xn) = f ′n,即

s′1(x
+
0 ) = f ′0, s′n(x

−
n ) = f ′n.

因此可得

2M0 +M1 =
6

h1
(f [x0, x1]− f ′0)
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Mn−1 + 2Mn =
6

hn
(f ′n − f [xn−1, xn]).

令 d0 =
6
h1
(f [x0, x1]− f ′0), dn = 6

hn
(f ′n − f [xn−1, xn]),则上式与 (6.31)联立可得方程组



2 1

µ1 2 λ1
. . . . . . . . .

µn−1 2 λn−1

1 2





M0

M1

...

Mn−1

Mn


=



d0

d1
...

dn−1

dn


. (6.32)

这是一个 (n+ 1)× (n+ 1)的线性方程组,且系数矩阵严格对角占优,因此存在唯一解. 我们可以

使用 Gauss消去法或追赶法来求解.

(2)第二类边界条件

给出函数在端点处的二阶导数: S′′(x0) = f ′′0 和 S′′(xn) = f ′′n ,即

M0 = f ′′0 , Mn = f ′′n ,

可得方程组 

2 λ1

µ2 2 λ2
. . . . . . . . .

µn−2 2 λn−2

µn−1 2





M1

M2

...

Mn−2

Mn−1


=



d1 − µ1f ′′0
d2
...

dn−2

dn−1 − λn−1f
′′
n


. (6.33)

这是一个 (n− 1)× (n− 1)的线性方程组,系数矩阵也严格对角占优,因此存在唯一解.

(3)第三类边界条件

要求 S(x)是周期函数,满足

S′(x+0 ) = S′(x−n ), S′′(x+0 ) = S′′(x−n ),

即

s′1(x
+
0 ) = s′n(x

−
n ), s′′1(x

+
0 ) = s′′n(x

−
n ).

可得

λnM1 + µnMn−1 + 2Mn = dn, M0 =Mn,

其中

λn =
h0

h0 + hn−1
, µn =

hn−1

h0 + hn−1
, dn =

6(f [x0, x1]− f [xn−1, xn]

h1 + hn
.
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与 (6.31)联立可得方程组

2 λ1 µ1

µ2 2 λ2
. . . . . . . . .

µn−1 2 λn−1

λn µn 2





M1

M2

...

Mn−1

Mn


=



d1

d2
...

dn−1

dn


. (6.34)

这是一个 n× n的线性方程组,系数矩阵也严格对角占优,因此存在唯一解.

- 由于Mk 在力学中解释为细梁在 xk 截面处的弯矩,因此方程组 (6.32), (6.33)和 (6.34)在工

程中称为三弯矩方程.

具体计算过程

由上面的分析可知,三次样条插值的具体计算过程如下:

(1) 根据给定的插值条件和边界条件写出关于M0,M1, . . . ,Mn的线性方程组;

(2) 解线性方程组,求得Mk;

(3) 将Mk 代入 sk(x)的表达式 (6.30),得到 S(x)在插值区间 [a, b]上的分段表达式.

- MATLAB提供了计算三次样条插值的函数: spline,其输出结果为 [a3, a2, a1, a0],表示

sk(x) = a3(x− xk−1)
3 + a2(x− xk−1)

2 + a1(x− xk−1) + a0,

因此,我们在计算时也可以将 sk(x)写成上述形式,即 (6.30)式.

- 三次样条插值的优点: 二阶连续可导,且只需利用插值节点上的函数值,加上边界条件.

例 6.14 函数 f(x)定义在 [27.7, 30]上,插值节点及相应函数值下表,试求三次样条插值多项式

S(x),满足边界条件 S′(27.7) = 3.0, S′(30) = −4.0. (Interp_spline_01.m)

x 27.7 28 29 30

f(x) 4.1 4.3 4.1 3.0

解. 做差商表

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商

27.7 4.1

28 4.3 2/3

29 4.1 −0.2 −2/3
30 3.0 −1.1 −9/20
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由题意可知 h0 = 0.3, h1 = 1.0, h2 = 1.0,所以

µ1 =
h0

h0 + h1
=

3

13
, λ1 = 1− µ1 =

10

13
,

µ2 =
h1

h1 + h2
=

1

2
, λ2 = 1− µ2 =

1

2
,

d0 =
6

h0
(f [x0, x1]− f ′0) = 20

(
2

3
− 3.0

)
= −140

3
,

d1 = 6f [x0, x1, x2] = −4,

d2 = 6f [x1, x2, x3] = −2.7,

d3 =
6

h2
(f ′3 − f [x2, x3]) = 6(−4 + 1.1) = −17.4.

因此可得线性方程组 
2 1
3

13
2

10

13
1

2
2

1

2
1 2




M0

M1

M2

M3

 =


−140

3
−4
−2.7
−17.4

 ,
解得 (追赶法)

M3 = −
4603

505
≈ −9.115, M2 =

419

505
≈ 0.830,

M1 = −
40

101
≈ 0.396, M0 = −

7130

303
≈ −23.531.

代入 sk(x)的表达式 (6.29)可得

S(x) =


13.293(x− 27.7)3 − 11.766(x− 27.7)2 + 3.000(x− 27.7) + 4.1, x ∈ [27.7, 28]

0.072(x− 28)3 + 0.198(x− 28)2 − 0.470(x− 28) + 4.3, x ∈ [28, 29]

−1.657(x− 29)3 + 0.415(x− 29)2 + 0.143(x− 29) + 4.1, x ∈ [29, 30].

□

例 6.15 函数 f(x) =
1

1 + x2
,插值区间 [−5, 5],取 11个等距节点 (10等分),试画出 10次插值多

项式 L10(x)与三次样条插值多项式 S(x)的函数图形. (Interp_spline_02.m)
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例 6.16 机床加工. 待加工零件的外形根据工艺要求由一组数据 (x, y)给出,用程控铣床加工时

每一刀只能沿 x方向和 y 方向走非常小的一步,这就需要从已知数据得到加工所要求的步长很

小的 (x, y)坐标. 下表中给出的 x, y数据位于机翼断面的下轮廓线上,假设需要得到 x坐标每改

变 0.1时的 y坐标. 试完成加工所需数据,画出曲线. 要求用 Lagrange,分段线性和三次样条三种

插值方法计算. (Interp_spline_03.m)

x 0 3 5 7 9 11 12 13 14 15

y 0 1.2 1.7 2.0 2.1 2.0 1.8 1.2 1.0 1.6

解. 图形为

可以看出, Lagrange插值的结果根本不能用. 分段线性插值的光滑性较差 (特别是在 x = 14附近

弯曲处),建议选用三次样条插值的结果. □

6.6.4 误差估计

定理 6.7 设 f(x) ∈ C4[a, b], S(x)为满足第一类或第二类边界条件的三次样条函数,则

max
a≤x≤b

|f(x)− S(x)| ≤ 5

384
max

a≤x≤b
|f (4)(x)|h4,

max
a≤x≤b

|f ′(x)− S′(x)| ≤ 1

24
max

a≤x≤b
|f (4)(x)|h3,

max
a≤x≤b

|f ′′(x)− S′′(x)| ≤ 3

8
max

a≤x≤b
|f (4)(x)|h2,
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其中 h = max
0≤k≤n−1

{hk}.

(证明可参见相关资料)

- 该定理说明,当 h→ 0时, S(x)及其一阶导数 S′(x)和二阶导数 S′′(x)均收敛到 f(x)及其

一阶导数 f ′(x)和二阶导数 f ′′(x).
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6.7 课后练习

练习 6.1 设 x0, x1, . . . , xn为互异节点,证明:

(1)
n∑

j=0
xkj lj(x) ≡ xk (k = 0, 1, . . . , n);

(2)
n∑

j=0
xklj(x) ≡ xk (k = 0, 1, . . . , n);

(3)
n∑

j=0
(xj − x)klj(x) ≡ 0 (k = 0, 1, . . . , n).

练习 6.2 设 f(x) ∈ C2[a, b]且 f(a) = f(b) = 0,证明:

max
a≤x≤b

|f(x)| ≤ 1

8
(b− a)2 max

a≤x≤b
|f ′′(x)|.

练习 6.3 已知 f(x) = ex 在 [−4, 4] 上的等距节点函数值表, 若用二次插值求 ex 的近似值 (x ∈
[−4, 4]) ,要使截断误差不超过 10−6,问步长 h应取多少?

练习 6.4 证明 n阶差商的性质:

(1) 若 h(x) = cf(x),则

h[x0, x1, . . . , xn] = cf [x0, x1, . . . , xn];

(2) 若 h(x) = f(x) + g(x),则

h[x0, x1, . . . , xn] = f [x0, x1, . . . , xn] + g[x0, x1, . . . , xn].

练习 6.5 已知 f(x) = x7 + x4 + 3x+ 1,求 f [20, 21, . . . , 27]和 f [20, 21, . . . , 28].

练习 6.6 证明以下结论

(1) ∆(fkgk) = fk∆gk + gk+1∆fk,

(2)
n−1∑
k=0

fk∆gk = fngn − f0g0 −
n−1∑
k=0

gk+1∆fk,

(3)
n−1∑
k=0

∆2yk = ∆yn −∆y0.

练习 6.7 已知 f(−1) = −3, f(1) = 0, f(2) = 4,分别用以下三种方法计算 f(x)的二次插值多项

式:

(1) 用单项式基函数,即 {1, x, x2},
(2) 用 Lagrange基函数,

(3) 用 Newton基函数.

练习 6.8 若 f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n有 n个不同的零点 x1, x2, . . . , xn,且 an ̸= 0,证

明

n∑
j=1

xkj
f ′(xj)

=

 0, 0 ≤ k ≤ n− 2;

a−1
n , k = n− 1.

练习 6.9 求次数不超过 3的多项式 p(x),满足

p(x0) = f(x0), p(x1) = f(x1), p′(x0) = f ′(x0), p′′(x0) = f ′′(x0).
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练习 6.10 求次数不超过 3的多项式 p(x),满足

p(0) = 0, p′(0) = 1, p(1) = 1, p′(1) = 2.

练习 6.11 证明两点三次 Hermitian插值余项为

R3(x) =
f (4)(ξx)

4!
(x− x0)2(x− x1)2,

其中 ξx ∈ (x0, x1)且与 x相关. 并由此给出分段三次 Hermitian插值的误差限.

练习 6.12 求一个次数不超过 4的多项式 p(x),满足

p(0) = p′(0) = 0, p(1) = p′(1) = 1, p(2) = 1.

(提示: 这里需要使用非标准的插值计算方法,可以采用一些技巧,不要死算.)

练习 6.13 设 f(x) =
1

1 + x2
,在 [−5, 5]上取 n等分点做分段线性插值,计算 n = 10时插值函数

Ih(x)在各区间中点处的值,并估计误差.

练习 6.14 求 f(x) = x2在 [a, b]上分段线性插值函数 Ih(x),并估计误差.

练习 6.15 求 f(x) = x4在 [a, b]上分段三次 Hermitian插值函数 Ih(x),并估计误差.

练习 6.16 给定数据表如下:

xk 0.25 0.30 0.40 0.45 0.53

yk 0.5000 0.5477 0.6245 0.6708 0.7280

试求三次样条插值函数 S(x),满足

(1) S′(0.25) = 1.0000, S′(0.53) = 0.6868;

(2) S′′(0.25) = S′′(0.53) = 0.

练习 6.17 设 f(x) ∈ C2[a, b], S(x)是三次样条函数

(1) 证明: ˆ b

a
[f ′′(x)]2 dx−

ˆ b

a
[S′′(x)]2 dx

=

ˆ b

a
[f ′′(x)− S′′(x)]2 dx+ 2

ˆ b

a
S′′(x)[f ′′(x)− S′′(x)] dx;

(2) 设插值节点 a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b,若 S(xk) = f(xk),证明:ˆ b

a
S′′(x)[f ′′(x)− S′′(x)] dx = S′′(b)[f ′(b)− S′(b)]− S′′(a)[f ′(a)− S′(a)].

练习 6.18∗设 f(x) ∈ C2(a, b)且 f (3)(x)存在,试证明

lim
x1→x0,x2→x0

f [x0, x1, x2] =
1

2
f ′′(x0).

练习 6.19∗ 设 a = x0 < x1 < · · · < x2n = b为 [a, b]上的 2n个等距插值节点,定义分段等距抛物

线插值函数 Ih(x)如下:

(1) Ih(x) ∈ C[a, b];
(2) Ih(xk) = f(xk), k = 0, 1, 2, . . . , 2n;

(3) Ih(x)在每个小区间 [x2(k−1), x2k]上是二次多项式, k = 0, 1, 2, . . . , n.
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类似于定理 6.5中的结论,证明: 若 f(x) ∈ C3[a, b],则

max
a≤x≤b

|f(x)− Ih(x)| ≤
√
3

27
M3h

3,

其中 h =
b− a
2n

, M3 = max
a≤x≤b

∣∣f (3)(x)∣∣.
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函数逼近的基本思想就是使用简单易算的函数去近似表达式复杂的函数. 最简单的函数莫

过于多项式函数, 因此, 人们首先考虑用多项式函数去做函数逼近. 对于闭区间上任意连续函数

f(x),由Weierstrass定理可知,存在一个多项式序列一致收敛到 f(x). 这就是用多项式函数逼近一

般连续函数的理论基础.

函数逼近相关参考文献

[1] 王仁宏,数值逼近 (第二版), 2012 [74]

[2] 蒋尔雄,赵风光,苏仰峰,数值逼近 (第二版),复旦大学出版社, 2008 [69]

[3] L. N. Trefethen, Approximation Theory and Approximation Practice, 2019 [55]

7.1 基本概念与预备知识

什么是函数逼近

对于一个给定的复杂函数 f(x),在某个表达式较简单的函数类 Φ中寻找一个函数 p∗(x),使

其在某种度量下距离 f(x)最近,即最佳逼近. 这就是函数逼近.

- 函数 f(x)通常较复杂,但一般是连续的. 我们这里主要考虑 [a, b]上的连续函数,即 f(x) ∈
C[a, b];

- 函数类 Φ通常由简单函数构成,比如多项式,分段多项式,有理函数,或者三角函数等;

- 在不同的度量下, f(x)的最佳逼近可能不一样;

- 函数逼近通常采用基函数法.

曲线拟合

如果只知道函数在部分节点上的值,且这些数值带有一定的误差,需要在函数类 Φ中寻找一

个函数 p(x), 使其在某种度量下是这些数据的最佳逼近, 这就是曲线拟合, 也称为数据拟合,

可以看作是离散情况下的函数逼近.
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多项式逼近的理论基础

定理 7.1 (Weierstrass逼近定理) 设 f ∈ C[a, b],则对任意的 ε > 0存在一个多项式 p(x),使得

max
a≤x≤b

|f(x)− p(x)| < ε

在 [a, b]上一致成立.

证明. 该定理有多种证明方法, 其中 Bernstein方法是一种构造性证明, 不仅证明了多项式的存在

性,而且也给出了构造方法. 详细的证明方法可参见相关数值逼近的文献,比如 [74]. □

- 该定理也称为Weierstrass第一定理. 该定理表明,任意一个闭区间上的连续函数都可以用多

项式来一致逼近,即实系数多项式构成的集合在 C[a, b]内是处处稠密的.

最佳逼近多项式

定义 7.1 设 Φ为某个函数空间,给定函数 f(x) ∈ C[a, b],若存在 g∗(x) ∈ Φ,使得

∥f(x)− g∗(x)∥ = min
g(x)∈Φ

∥f(x)− g(x)∥,

则称 g∗(x)为 f(x)在 Φ中的 [a, b]上的最佳逼近函数.

- g∗(x)与函数空间 Φ,范数 ∥ · ∥和区间 [a, b]有关.

定义 7.2 设 Hn 为所有次数不超过 n的多项式组成的函数空间,给定函数 f(x) ∈ C[a, b],若存
在 p∗(x) ∈ Hn,使得

∥f(x)− p∗(x)∥ = min
p(x)∈Hn

∥f(x)− p(x)∥,

则称 p∗(x)为 f(x)在 [a, b]上的 n次最佳逼近多项式. 若使用的范数为 ∥ · ∥∞,则称 p∗(x)为 n

次最佳一致逼近多项式;若使用的范数为 ∥ · ∥2,则称 p∗(x)为 n次最佳平方逼近多项式.

最小二乘拟合

如果只知道 f(x)在某些节点上的函数值 f(xi) = yi (i = 0, 1, 2, . . . ,m), 在某个函数空间 Φ

中寻找 g∗(x)使得
m∑
i=1

|yi − g∗(xi)|2 = min
g(x)∈Φ

m∑
i=1

|yi − g(xi)|2,

则称 g∗(x)为 f(x)的最小二乘拟合. 若 Φ取为 Hn,则称 g∗(x)为 f(x)的 n次最小二乘拟合

多项式. 这里一般有m > n.

求解最佳逼近多项式需要用到一类重要的多项式: 正交多项式.
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7.2 正交多项式

7.2.1 正交函数族与正交多项式

定义 7.3 (正交函数) 设 f(x), g(x) ∈ C[a, b], ρ(x)是 [a, b]上的权函数,若

(f, g) =

ˆ b

a
ρ(x)f(x)g(x) dx = 0,

则称 f(x)与 g(x)在 [a, b]上带权 ρ(x)正交.

- 正交与所使用的内积和权函数有关.

定义 7.4 (正交函数族) 设 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x), . . . ∈ C[a, b], ρ(x)是 [a, b]上的权函数,若

(φi, φj) =

ˆ b

a
ρ(x)φi(x)φj(x) dx =

 0, i ̸= j

Ai > 0, i = j
i, j = 0, 1, 2, . . . ,

则称 {φn(x)}∞n=0是 [a, b]上带权 ρ(x)的正交函数族.

- 如果所有的 Ai都等于 1,则称为标准正交函数族.

例 7.1 三角函数系

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . .

在 [−π, π]上是带权 ρ(x) = 1的正交函数族.

证明. 由三角函数的 “积化和差”公式可知 (也可以利用被积函数的奇偶性)

(1, 1) =

ˆ π

−π
dx = 2π;

(sinnx, sinmx) =
ˆ π

−π
sinnx sinmx dx =

 π, m = n

0, m ̸= n
m,n = 1, 2, . . . ,

(cosnx, cosmx) =
ˆ π

−π
cosnx cosmx dx =

 π, m = n

0, m ̸= n
m,n = 1, 2, . . . ,

(cosnx, sinmx) =
ˆ π

−π
cosnx sinmx dx = 0, m, n = 0, 1, 2, . . . .

□

定义 7.5 (正交多项式) 设 pn(x)是首项系数不为零的 n次多项式, n = 0, 1, 2, . . ., ρ(x)是 [a, b]

上的权函数,若对 i, j = 0, 1, 2, . . .有

(pi, pj) =

ˆ b

a
ρ(x)pi(x)pj(x) dx =

 0, i ̸= j,

Ai > 0, i = j,
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则称 {pn(x)}∞n=0为 [a, b]上带权 ρ(x)正交,并称 pn(x)为 n次正交多项式.

设 {pn(x)}∞n=0为 [a, b]上带权 ρ(x)正交多项式,则显然 p0(x), p1(x), p2(x), . . . , pn(x)线性无

关,所以它们构成 Hn的一组正交基.

由于 pn(x)与 p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x)都正交,故 pn(x)与Hn−1中的任意多项式都正交,即

(pn(x), p(x)) =

ˆ b

a
ρ(x)pn(x)p(x) dx = 0, ∀ p(x) ∈ Hn−1. (7.1)

下面我们给出一个正交多项式的三项递推公式.

定理 7.2 设 {pk(x)}∞k=0为 [a, b]上带权 ρ(x)正交多项式,且首项系数均为 1,则有

pn+1(x) = (x− αn)pn(x)− βnpn−1(x), n = 1, 2, . . . ,

其中 p0(x) = 1, p1(x) = x− α0,

αn =
(xpn, pn)

(pn, pn)
, n = 0, 1, 2, . . . , βn =

(pn, pn)

(pn−1, pn−1)
, n = 1, 2, . . . .

(板书)

证明. 首先验证 α0 = (xp0, p0)/(p0, p0) = (x, 1)/(1, 1). 因为 p1(x)与 p0(x)正交,所以

0 = (p1, p0) = (x− α0, 1) = (x, 1)− α0(1, 1),

即 α0 = (x, 1)/(1, 1).

下面考虑 n ≥ 1时的情形. 由于 {p0(x), p1(x), . . . , pn+1(x)}的首项系数都为 1,且构成 Hn+1

的一组基,而 xpn(x) ∈ Hn+1,且首项系数为 1,故 xpn(x)可以表示为

xpn(x) = α0p0(x) + α1p1(x) + · · ·+ αnpn(x) + pn+1(x).

两边用 pk(x)做内积,利用 {pk(x)}∞k=0的正交性可得

(xpn, pk) = (pn+1, pk) +
n∑

i=0

αi(pi, pk) = αk(pk, pk).

又

(xpn, pk) =

ˆ b

a
ρ(x)xpn(x)pk(x) dx = (pn, xpk).

因此,当 0 ≤ k ≤ n− 2时,由正交多项式的性质 (7.1)可知,

αk(pk, pk) = (xpn, pk) = (pn, xpk) = 0,

即 α0 = α1 = · · · = αn−2 = 0. 于是 xpn(x) = pn+1(x) + αnpn(x) + αn−1pn−1(x).为了书写方便,

我们用 βn来表示 αn−1,即

xpn(x) = pn+1(x) + αnpn(x) + βnpn−1(x).

两边用 pn(x)做内积,可得

αn =
(xpn, pn)

(pn, pn)
.

同理,两边用 pn−1(x)做内积,可得

βn =
(xpn, pn−1)

(pn−1, pn−1)
.
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又

(xpn, pn−1) = (pn, xpn−1) = (pn, pn) + (pn, xpn−1 − pn) = (pn, pn),

其中 (pn, xpn−1 − pn) = 0是因为 xpn−1 − pn ∈ Hn−1. 因此

βn =
(pn, pn)

(pn−1, pn−1)
.

□

- 所有首项系数为 1的正交多项式族都满足这个公式,该公式也给出了正交多项式的一个递

推计算方法.

定理 7.3 设 {pn(x)}∞n=0 是 [a, b]上带权 ρ(x)的正交多项式,则当 n ≥ 1时, pn(x)在 (a, b)内有

n个不同零点. (板书)

证明. 假设 pn(x)在 (a, b)内没有零点,则 pn(x)在 (a, b)内不变号,故∣∣∣∣ˆ b

a
ρ(x)pn(x) dx

∣∣∣∣ > 0.

另一方面,由 (7.1)可知

0 = (pn, 1) =

ˆ b

a
ρ(x)pn(x) dx.

矛盾. 因此 pn(x)在 (a, b)内至少有一个零点.

假设 pn(x)在 (a, b)内没有奇数重零点,则 pn(x)在 (a, b)内不变号,同样可以导出矛盾. 因此

pn(x)在 (a, b)内至少有一个奇数重零点.

设 pn(x)在 (a, b)的所有奇数重零点为 x1, x2, . . . , xl (1 ≤ l ≤ n). 构造多项式 pl(x) = (x −
x1)(x− x2) · · · (x− xl). 则 pl(x)pn(x)在 (a, b)内只有偶数重零点,因此在 (a, b)内不变号. 于是

|(pn, pl)| =
∣∣∣∣ˆ b

a
ρ(x)pn(x)pl(x) dx

∣∣∣∣ > 0.

如果 l < n,则由 (7.1)可知, (pn, pl) = 0,矛盾. 因此 l = n. □

Gram-Schmidt正交化

事实上,任意一组线性无关的向量组 (或函数族),均可通过 Gram-Schmidt正交化过程产生一

组正交的线性无关组.

Gram-Schmidt正交化过程

易知 {1, x, x2, . . . , xn, . . .}是线性无关的. 相应的 Gram-Schmidt正交化过程可描述为:

p0(x) = 1,

pk(x) = xk −
k−1∑
j=0

ckjpj(x), ckj =
(xk, pj)

(pj , pj)
, k = 1, 2, 3, . . . .
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7.2.2 Legendre多项式

设 [a, b] = [−1, 1],权函数 ρ(x) = 1,将线性无关函数组 {1, x, x2, . . . , xn, . . .}正交化后得到的
正交多项式就是 Legendre多项式 (勒让德多项式),记为

P0(x), P1(x), P2(x), . . . .

Legendre多项式的一般形式为

P0(x) = 1, Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, x ∈ [−1, 1], n = 1, 2, . . . . (7.2)

• Pn(x)的首项系数为
(2n)!

2n(n!)2
;

• 若令 P̃n(x) =
2n(n!)2

(2n)!
Pn(x),则称 P̃n(x)为首项系数为 1的 Legendre多项式.

定理 7.4 (正交性)

(Pn, Pm) =

ˆ b

a
Pn(x)Pm(x) dx =


0, m ̸= n

2

2n+ 1
, m = n

(7.3)

(板书)

证明. 令 φ(x) = (x2 − 1)n,则

φ(k)(±1) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

设 Q(x) ∈ Cn[−1, 1],则由分部积分法可知ˆ 1

−1
Pn(x)Q(x) dx =

1

2nn!

ˆ 1

−1
Q(x)φ(n)(x) dx

=
1

2nn!

(
Q(x)φ(n−1)(x)

∣∣∣1
−1
−
ˆ 1

−1
Q′(x)φ(n−1)(x) dx

)
=
−1
2nn!

ˆ 1

−1
Q′(x)φ(n−1)(x) dx

= · · ·

=
(−1)n

2nn!

ˆ 1

−1
Q(n)(x)φ(x) dx.

取 Q(x) = Pm(x),则当 0 ≤ m ≤ n− 1时有 Q(n)(x) = 0,所以

(Pn, Pm) = 0.

当m = n时,则有

Q(n)(x) =
1

2nn!
φ(2n)(x) =

(2n)!

2nn!
,

所以

(Pn, Pm) =
(−1)n(2n)!
2nn!2nn!

ˆ 1

−1
(x2 − 1)n dx =

(2n)!

22n(n!)2

ˆ 1

−1
(1− x2)n dx.

令 x = sin θ,则ˆ 1

−1
(1− x2)n dx =

ˆ π
2

−π
2

cos2n θ d sin θ =
ˆ π

2

−π
2

cos2n+1 θ dθ
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= cos2n θ sin θ
∣∣∣π2
−π

2

−
ˆ π

2

−π
2

2n cos2n−1 θ(− sin θ) sin θ dθ

= 2n

ˆ π
2

−π
2

cos2n−1 θ dθ − 2n

ˆ π
2

−π
2

cos2n+1 θ dθ.

所以 ˆ π
2

−π
2

cos2n+1 θ dθ =
2n

2n+ 1

ˆ π
2

−π
2

cos2n−1 θ dθ.

以此类推,我们可得ˆ 1

−1
(1− x2)n dx =

ˆ π
2

−π
2

cos2n+1 θ dθ =
2n

2n+ 1
· 2(n− 1)

2(n− 1) + 1
· · · 2

3

ˆ π
2

−π
2

cos θ dθ =
2nn! 2nn! 2

(2n+ 1)!
.

所以

(Pn, Pm) =
(2n)!

22n(n!)2

ˆ 1

−1
(1− x2)n dx =

2

2n+ 1
.

□

定理 7.5 (奇偶性) P2k(x)只含偶次幂, P2k+1(x)只含奇次幂,故

Pn(−x) = (−1)nPn(x).

(板书)

证明. 由于 (x2− 1)n只包含偶数次项,因此由表达式 (7.2)可知,当 n是奇数时, Pn(x)只包含奇数

次幂;当 n是偶数时, Pn(x)只包含偶数次幂. □

定理 7.6 (递推公式)

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n = 1, 2, . . . ,

其中 P0(x) = 1, P1(x) = x. (证明与定理 7.2类似)

定理 7.7 (零点) Pn(x)在 (−1, 1)内有 n个不同的零点.

(直接由定理 7.3可得)

例 7.2 给出 5次 Legendre多项式 P5(x)的表达式. (Approxi_Legendre.m)

解. 由递推公式可知

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3xP1(x)− P0(x)) =

1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

3
(5xP2(x)− 2P1(x)) =

1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

4
(7xP3(x)− 3P2(x)) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3)
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P5(x) =
1

5
(9xP4(x)− 4P3(x)) =

1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

□

7.2.3 Chebyshev多项式

设 [a, b] = [−1, 1],权函数 ρ(x) =
1√

1− x2
,将线性无关函数组 {1, x, x2, . . . , xn, . . .}正交化

后得到的正交多项式就是 Chebyshev多项式,记为 T0(x), T1(x), T2(x), . . ..

Chebyshev多项式的一般形式为

Tn(x) = cos(n arccosx), x ∈ [−1, 1], n = 1, 2, . . . .

• 显然, |Tn(x)| ≤ 1.
• 令 x = cos θ, θ ∈ [0, π],则 θ = arccosx,所以

Tn(x) = cos(nθ) = cosn θ − C2
n cosn−2 θ sin2 θ + C4

n cosn−4 θ sin4 θ + · · ·

= xn − C2
nx

n−2(1− x2) + C4
nx

n−4(1− x2)2 + · · · .

故 Tn(x)是 n次多项式.

定理 7.8 (正交性)

(Tn, Tm) =

ˆ 1

−1
ρ(x)Tn(x)Tm(x) dx =


0, m ̸= n

π

2
, m = n ̸= 0,

π, m = n = 0.

(留作练习)

定理 7.9 (递推公式)

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, . . .

其中 T0(x) = 1, T1(x) = x. (板书)

证明. 令 x = cos θ,则由三角恒等式

cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos θ cosnθ

可得

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).

□

定理 7.10 (奇偶性) T2n(x)只含偶次幂, T2n+1(x)只含奇次幂,故

Tn(−x) = (−1)nTn(x).

(该性质由递推公式直接可得)
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定理 7.11 (零点) Tn(x)在 (−1, 1)内有 n个不同的零点:

xk = cos
2k − 1

2n
π, k = 1, 2, . . . , n.

(板书)

证明. 由 Tn(x) = 0可得 n arccosx =

(
k − 1

2

)
π,即

xk = cos
2k − 1

2n
π, k = 1, 2, . . . , n.

□

定理 7.12 (极值点) Tn(x)在 [−1, 1]内有 n+ 1个极值点 (含两个端点):

x̃k = cos
kπ

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n.

(板书)

证明. 直接求导可得

T ′
n(x) =

n sin(n arccosx)√
1− x2

.

令 T ′
n(x) = 0可得极值点

x̃k = cos
kπ

n
, k = 1, 2, . . . , n− 1.

再加上两个端点 x̃0 = 1和 x̃n = −1. □

定理 7.13 Tn(x)的首项系数为 2n−1.

(直接由递推公式可得)

- 令 T̃n(x) =
1

2n−1
Tn(x),则称 T̃n(x)为首项系数为 1的 Chebyshev多项式.

例 7.3 给出 5次 Chebyshev多项式 T5(x)的表达式. (Approxi_Chebyshev.m)

解. 由递推公式可知

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2xT1(x)− T0(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 2xT2(x)− T1(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 2xT3(x)− T2(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 2xT4(x)− T3(x) = 16x5 − 20x3 + 5x

□

7.2.4 Chebyshev多项式零点插值

我们首先介绍 Chebyshev多项式的一个重要性质.
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定理 7.14 设 T̃n(x)是首项系数为 1的 Chebyshev多项式,即 T̃n(x) =
1

2n−1
Tn(x),则

max
−1≤x≤1

|T̃n(x)| ≤ max
−1≤x≤1

|p(x)|, ∀ p(x) ∈ H̃n,

其中 H̃n表示次数不超过 n的所有首项系数为 1的多项式组成的集合. 且

max
−1≤x≤1

|T̃n(x)| =
1

2n−1
.

(证明可参见相关文献)

这个性质表明,在次数不超过 n的所有首项系数为 1的多项式中, T̃n(x)在 [−1, 1]上与零的
偏差是最小的 (在无穷范数意义下).

- 该性质等价形式为

∥T̃n(x)∥∞ = min
p(x)∈H̃n

∥p(x)∥∞,

即 T̃n(x)是 H̃n中无穷范数最小的. (注: 这里的 ∥ · ∥∞是指 C[−1, 1]上的无穷范数)

利用定理 7.14,我们可以采用 Chebyshev多项式的零点作为节点进行多项式插值,以使得插值

的总体误差达到最小化.

设 Ln(x)是 f(x)在 [−1, 1]上的 n次插值多项式,插值节点为 x0, x1, . . . , xn,则插值余项为

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x).

所以总体插值误差为

max
−1≤x≤1

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
max

−1≤x≤1
|ωn+1(x)|,

其中Mn+1 = max
−1≤x≤1

|f (n+1)(x)|. 因此,要使得插值误差最小化,我们就需要

max
−1≤x≤1

|ωn+1(x)| = ∥ωn+1(x)∥∞

尽可能地小. 由定理 7.14可知,当 ωn+1(x) = T̃n+1(x)时, ∥ωn+1(x)∥∞ 达到最小,且最小值为
1

2n
.

相应的插值节点即为 T̃n+1(x)的零点,也就是 Tn+1(x)的零点.

定理 7.15 设 f(x) ∈ Cn+1[−1, 1],插值节点为 Tn+1(x)的零点,即

xk = cos
2k + 1

2(n+ 1)
π, k = 0, 1, 2, . . . , n.

令 Ln(x)是 f(x)在 [−1, 1]上的 n次插值多项式,则插值误差满足

∥f(x)− Ln(x)∥∞ ≤
1

2n(n+ 1)!
∥f (n+1)(x)∥∞. (7.4)

- 上面的定理表明: 若 f(x) ∈ Cn+1[−1, 1],则当 n→∞时, Ln(x)一致收敛到 f(x).

如果插值区间是 [a, b],则需要做变量替换

x(t) =
b− a
2

t+
b+ a

2
, t ∈ [−1, 1].
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令 tk 为 Chebyshev多项式 Tn+1的零点,则插值节点为

xk =
b− a
2

tk +
b+ a

2
=
b− a
2

cos
2k + 1

2(n+ 1)
π +

b+ a

2
, k = 0, 1, 2, . . . , n, (7.5)

总体插值误差

max
a≤x≤b

|f(x)− Ln(x)| ≤
1

2n(n+ 1)!
max

−1≤t≤1

∣∣∣∣ dn+1f

dtn+1

∣∣∣∣
=

1

2n(n+ 1)!

(b− a)n+1

2n+1
max

−1≤t≤1
|f (n+1)(x(t))|

=
(b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
max

a≤x≤b
|f (n+1)(x)|.

- 上面的总体误差也可以直接将插值点 (7.5)代入 ωn+1(x)后获得. 事实上,由于

x− xk =
b− a
2

(t− tk), k = 0, 1, 2, . . . , n,

故

ωn+1(x) =

n∏
k=0

(x− xk) =
n∏

k=0

b− a
2

(t− tk) =
(b− a)n+1

2n+1
T̃n+1(t).

因此

max
a≤x≤b

|ωn+1(x)| =
(b− a)n+1

2n+1
max

−1≤t≤1
T̃n+1(t) =

(b− a)n+1

2n+1
· 1
2n

- 为了尽可能地减小插值误差,在可以自由选取插值节点时,我们尽量使用 Chebyshev多项式

零点.

例 7.4 求 f(x) = ex在 [0, 1]上的四次插值多项式 L4(x),插值节点为 T5(x)的零点,并估计总体

误差. (板书)

例 7.5 设 f(x) =
1

1 + x2
,在 [−5, 5]上分别用等距节点和 Chebyshev多项式零点做 10次多项式

插值,绘图比较两种插值的数值效果. (Approxi_Chebyshev_interp.m)
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7.2.5 其他正交多项式

第二类 Chebyshev多项式

在区间 [−1, 1]上,带权 ρ(x) =
√
1− x2 正交的多项式就称为第二类 Chebyshev多项式,其一

般表达式为

Un(x) =
sin((n+ 1) arccosx)√

1− x2
, x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, . . . . (7.6)

• 正交性:

(Un, Um) =

ˆ 1

−1
ρ(x)Un(x)Um(x) dx =

 0, m ̸= n

π

2
, m = n

• 递推公式:

Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x), n = 1, 2, . . . ,

其中 U0(x) = 1, U1(x) = 2x.

Laguerre多项式

在区间 [0,∞]上,带权 ρ(x) = e−x正交的多项式就称为 Laguerre多项式,其一般表达式为

Ln(x) = ex
dn

dxn
(xne−x), x ∈ [0,∞], n = 0, 1, 2, . . . .

• 正交性:

(Ln, Lm) =

ˆ ∞

0
ρ(x)Ln(x)Lm(x) dx =

 0, m ̸= n

(n!)2, m = n

• 递推公式:

Ln+1(x) = (2n+ 1− x)Ln(x)− n2Ln−1(x), n = 1, 2, . . . ,

其中 L0(x) = 1, L1(x) = 1− x.

Hermitian多项式

在区间 [−∞,∞]上,带权 ρ(x) = e−x2
正交的多项式就称为 Hermitian多项式,其一般表达式

为

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(e−x2

), x ∈ [−∞,∞], n = 0, 1, 2, . . . .

• 正交性:

(Hn,Hm) =

ˆ ∞

−∞
ρ(x)Hn(x)Hm(x) dx =

 0, m ̸= n

2nn!
√
n, m = n

• 递推公式:

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n = 1, 2, . . . ,

其中 H0(x) = 1, H1(x) = 2x.
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7.3 最佳平方逼近

什么是最佳平方逼近

设 f(x) ∈ C[a, b],在某个给定的简单易算的函数集 Φ ⊂ C[a, b]中寻找 S∗(x),使得

∥f(x)− S∗(x)∥22 = min
S(x)∈Φ

∥f(x)− S(x)∥22.

我们称 S∗(x)为 f(x)在 Φ中的最佳平方逼近函数. 这里的范数 ∥ · ∥2 是 C[a, b]上的带权内积导

出的范数,即

∥f(x)− S(x)∥22 =
ˆ b

a
ρ(x)(f(x)− S(x))2 dx.

7.3.1 怎样求最佳平方逼近

设 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)是 Φ的一组基,则对任意 S(x) ∈ Φ, S(x)可表示为

S(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · ·+ anφn(x).

因此

∥f(x)− S(x)∥22 =
ˆ b

a
ρ(x)

(
f(x)−

n∑
i=0

aiφi(x)

)2

dx ≜ I(a0, a1, . . . , an).

这是一个关于 a0, a1, . . . , an的多元函数. 于是,求最佳逼近函数 S∗(x)就转化为求多元函数 I(a0,

a1, . . . , an)的最小值问题. 易知 I(a0, a1, . . . , an)是一个正定二次型, 所以 I(a0, a1, . . . , an)取最

小值的充要条件是
∂I(a0, a1, . . . , an)

∂ak
= 0, k = 0, 1, 2, . . . , n.

通过求导,上式可化为

2

ˆ b

a
ρ(x)

(
f(x)−

n∑
i=0

aiφi(x)

)
φk(x) dx = 0, (7.7)

也即
n∑

i=0

ai

ˆ b

a
ρ(x)φi(x)φk(x) dx =

ˆ b

a
ρ(x)f(x)φk(x) dx.

写成内积形式即为
n∑

i=0

(φk, φi)ai = (φk, f), k = 0, 1, 2, . . . , n.

写成矩阵形式可得 
(φ0, φ0) (φ0, φ1) · · · (φ0, φn)

(φ1, φ0) (φ1, φ1) · · · (φ1, φn)
...

...
...

(φn, φ0) (φn, φ1) · · · (φn, φn)




a0

a1
...

an

 =


(φ0, f)

(φ1, f)
...

(φn, f)

 . (7.8)

我们称这个方程为法方程,系数矩阵记为 G,右端项记为 d. 由于 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)线性无

关,由推论 ??可知,法方程 (7.8)的系数矩阵 G非奇异,因此法方程存在唯一解.
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- • 求 S∗(x)⇐⇒解法方程 Ga = d.
• 存在唯一解⇐⇒ G非奇异⇐⇒ φ0, φ1, . . . , φn线性无关.
• S∗(x) 是 f(x) 在 Φ 中的最佳逼近 ⇐⇒ (f − S∗, φk) = 0, k = 0, 1, . . . , n ⇐⇒ (f −
S∗, S) = 0, ∀ S ∈ Φ.

定理 7.16 设 a∗0, a
∗
1, . . . , a

∗
n 是法方程 (7.8)的解,则 S∗(x)是 f(x)在 Φ中的最佳平方逼近函数,

其中

S∗(x) = a∗0φ0(x) + a∗1φ1(x) + · · ·+ a∗nφn(x).

(板书)

证明. 对任意 S(x) ∈ Φ,有 S(x)− S∗(x) ∈ Φ. 由于 a∗0, a
∗
1, . . . , a

∗
n是法方程 (7.8)的解,故

(f − S∗, φk) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n.

所以有

(f − S∗, S(x)− S∗(x)) = 0.

于是

∥f − S∥22 − ∥f − S∗∥22 =
ˆ b

a
[(f − S)2 − (f − S∗)2] dx

=

ˆ b

a
[(S − S∗)2 − 2(f − S∗)(S − S∗)] dx

=

ˆ b

a
(S − S∗)2 dx ≥ 0,

其中等号当且仅当 S − S∗ = 0,即 S = S∗时成立. □

- 该定理给出了计算最佳平方逼近函数的一个方法.

记 δ(x) = f(x)− S∗(x)为平方逼近误差. 由 (7.7)可知 (f − S∗, φk) = 0,因此

∥δ(x)∥22 = (f − S∗, f − S∗) = (f − S∗, f) = ∥f∥22 −
n∑

i=0

a∗i (φi, f).

7.3.2 用正交函数计算最佳平方逼近

通过法方程计算最佳平方逼近时,需要解一个方程组,当 n较大时,会带来一定的困难. 因此

我们考虑用正交函数族来计算最佳平方逼近.

设 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)是 Φ的一组正交基,则法方程的系数矩阵就为一个对角矩阵,即

G =


(φ0, φ0)

(φ1, φ1)
. . .

(φn, φn)

 ,
故法方程的解为

a∗k =
(φk, f)

(φk, φk)
, k = 0, 1, 2, . . . , n.
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于是 f(x)在 Φ中的最佳平方逼近函数为

S∗(x) =
n∑

k=0

(φk, f)

(φk, φk)
φk(x), (7.9)

误差

∥δ(x)∥22 = ∥f(x)− S∗(x)∥22 = (f, f)− (S∗, f) = ∥f∥22 −
n∑

k=0

(φk, f)
2

(φk, φk)
.

由于 ∥δ(x)∥22 ≥ 0,所以有
n∑

k=0

(φk, f)
2

(φk, φk)
≤ ∥f∥22, ∀ f ∈ C[a, b].

上述不等式称为 Bessel不等式.

广义 Fourier级数

设 {φn(x)}∞n=0是正交函数族,对 f(x) ∈ C[a, b],构造级数

a∗0φ0(x) + a∗1φ1(x) + · · ·+ a∗nφn(x) + · · · (7.10)

其中 a∗k =
(φk, f)

(φk, φk)
. 这就是关于 f(x)的广义 Fourier级数, 它是 Fourier级数的推广, 其中 a∗k 称

为广义 Fourier系数. 若正交函数族取为

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . ,

则级数 (7.10)就是 Fourier级数.

7.3.3 最佳平方逼近多项式

设 Φ = Hn (次数不超过 n的所有多项式组成的集合),则 f(x)在 Φ中的最佳平方逼近就称为

f(x)的 n次最佳平方逼近多项式,记为 S∗
n(x).

例 7.6 设 [a, b] = [0, 1],权函数 ρ(x) ≡ 1,取 Hn的一组基 {1, x, x2, . . . , xn}. 求 f(x) ∈ C[0, 1]的
n次最佳平方逼近多项式.

解. 由于 φi(x) = xi,直接计算可得

(φi, φj) =

ˆ 1

0
xi+j dx =

1

i+ j + 1
.

所以法方程的系数矩阵为

G =



1
1

2

1

3
· · · 1

n+ 1
1

2

1

3

1

4
· · · 1

n+ 2
...

...
...

...
1

n+ 1

1

n+ 2

1

n+ 3
· · · 1

2n+ 1


≜ H,
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这就是著名的 Hilbert矩阵. 右端项 d = [d0, d1, . . . , dn]
⊺,其中

dk = (φk, f) =

ˆ 1

0
xkf(x) dx, k = 0, 1, 2, . . . , n.

解法方程可得 a∗k,于是 f(x)的 n次最佳平方逼近多项式为

S∗
n(x) =

n∑
k=0

a∗kx
k.

□

例 7.7 设 f(x) =
√
1 + x2,求 f(x)在 [0, 1]上的一次最佳平方逼近多项式.

(板书)

- Hilbert矩阵对称正定,但高度病态,当维数较大时,会给数值求解带来很大的困难. 因此,我

们很少用这种方法来求最佳平方逼近多项式.

7.3.4 用正交多项式计算最佳平方逼近多项式

定理 7.17 设 f(x) ∈ C[a, b], {φn(x)}∞n=0 是正交多项式族, S∗
n(x)是由 (7.9)给出的 n次最佳平

方逼近多项式,则

lim
n→∞

∥f(x)− S∗
n(x)∥2 = 0,

即 S∗
n(x)一致收敛到 f(x). (证明可参见相关资料)

下面考虑用 Legendre多项式来计算最佳平方逼近多项式.

定理 7.18 设 f(x) ∈ C[−1, 1],权函数 ρ(x) ≡ 1,则 f(x)在 [−1, 1]上的 n次最佳平方逼近多项

式为

S∗
n(x) = a∗0P0(x) + a∗1P1(x) + · · ·+ a∗nPn(x),

其中 Pk(x)为 k次 Legendre多项式,

a∗k =
(Pk, f)

(Pk, Pk)
=

2k + 1

2

ˆ 1

−1
Pk(x)f(x) dx.

误差

∥δn(x)∥22 = ∥f(x)− S∗
n(x)∥22 = ∥f(x)∥22 −

n∑
k=0

a∗k(Pk, f) =

ˆ 1

−1
f2(x) dx−

n∑
k=0

2 (a∗k)
2

2k + 1
.

- 该定理给出了求解最佳平方逼近多项式的计算公式和误差表达式,通常都使用这种方法计

算最佳平方逼近多项式.
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例 7.8 设 f(x) = ex,求 f(x)在 [−1, 1]上的三次最佳平方逼近多项式.

(板书)

定理 7.19 设 f(x) ∈ C2[−1, 1],则对 ∀ x ∈ [−1, 1]和 ∀ ε > 0,当 n充分大时,有

|f(x)− S∗
n(x)| ≤

ε√
n
.

(证明可参见相关资料)

定理 7.20 在所有首项系数为 1的 n次多项式中, P̃n(x)在 [−1, 1]上与零的平方逼近误差最小,

即

∥P̃n(x)∥2 = min
p(x)∈H̃n

∥p(x)∥2 = min
p(x)∈H̃n

(ˆ 1

−1
p2(x) dx

) 1
2

,

其中 P̃n(x)是首项系数为 1的 Legendre多项式, H̃n 表示所有首项系数为 1的 n次多项式组成

的集合. (板书)

- 这是 Legendre多项式的一个重要性质,与 T̃n(x)的 “无穷范数最小”性质 (见定理 7.14)相类

似.

一般区间上的最佳平方逼近多项式的计算方法

计算过程如下:

(1) 做变换替换 x(t) =
b− a
2

t+
b+ a

2
,将 f(x)转化为 g(t) = f(x(t)), t ∈ [−1, 1];

(2) 通过 Legendre多项式计算出 g(t)在 [−1, 1]上的最佳平方逼近多项式 S∗(t);

(3) 将 t =
2x− b− a
b− a

代入 S∗(t),给出 f(x)在 [a, b]上的最佳平方逼近多项式

S∗
(
2x− b− a
b− a

)
.

例 7.9 举个例子. To be continued ...
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7.4 最佳一致逼近

什么是最佳一致逼近

设 f(x) ∈ C[a, b],在某个给定的函数集 Φ ⊂ C[a, b]中寻找 S∗(x),使得

∥f(x)− S∗(x)∥∞ = min
S(x)∈Φ

∥f(x)− S(x)∥∞.

我们称 S∗(x) 为 [a, b] 上 f(x) 在 Φ 中的最佳一致逼近函数. 若 Φ = Hn, 则称 S∗(x) 为 f(x) 在

[a, b]上的 n次最佳一致逼近多项式. 这里的范数 ∥ · ∥∞是 C[a, b]上的无穷范数,即

∥f(x)− S(x)∥∞ = max
a≤x≤b

|f(x)− S(x)|.

7.4.1 最佳一致逼近多项式的存在唯一性

定理 7.21 (Chebyshev定理) 设 f(x) ∈ C[a, b],则 f(x)在 [a, b]上存在唯一的 n次最佳一致逼近

多项式,且 p∗n(x)是 f(x)的 n次最佳一致逼近多项式的充要条件是 f(x) − p∗n(x)在 [a, b]内至

少存在 n+ 2个交错偏差点 x0, x1, x2, . . . , xn+1,即

f(xi)− p∗n(xi) = (−1)i max
a≤x≤b

|p∗n(x)− f(x)|, i = 0, 1, 2, . . . , n+ 1.

(证明可参见相关资料)

该定理揭示了最佳一致逼近多项式的特征, 并描述了最佳一致逼近多项式误差曲线的性态,

是构造最佳一致逼近多项式的主要理论依据.

零次与一次最佳一致逼近多项式

作为例子,我们考虑 n = 0和 n = 1时的情形.

例 7.10 设 f(x) ∈ C[a, b],则 f(x)的零次最佳一致逼近多项式为

p∗0(x) =
1

2

(
min

a≤x≤b
f(x) + max

a≤x≤b
f(x)

)
.

例 7.11 设 f(x) ∈ C2[a, b]且 f ′′(x) > 0, x ∈ [a, b],求 f(x)的一次最佳一致逼近多项式.

解. 设 f(x)的一次最佳一致逼近多项式为

p∗1(x) = αx+ β, α, β ∈ R.

由Chebyshev定理 7.21可知, f(x)−p∗1(x)在 [a, b]内至少存在 3个偏差点,不妨设为 x0 < x1 < x2.

则 x1必定在 (a, b)内,且 x1为 p∗1(x)− f(x)的驻点,即

f ′(x1)− (p∗1)
′(x1) = 0.

所以 f ′(x1) = α. 又 f ′′(x) > 0,即 f ′(x)严格单调递增. 因此(
f(x)− p∗1(x)

)′
= f ′(x)− α
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在 [a, b]内不能再有其它零点. 因此 f(x) − p∗1(x)至多只有 3个偏差点,且其它两个偏差点为端

点. 所以 f(x)− p∗1(x)只有 3个偏差点 x0, x1, x2,且 x0 = a, x2 = b. 从而

f(a)− p∗1(a) = −
(
f(x1)− p∗1(x1)

)
= f(b)− p∗1(b).

代入后解得

α =
f(b)− f(a)

b− a
, β =

f(a) + f(x1)

2
− (a+ x1)(f(b)− f(a))

2(b− a)
,

其中 x1由下面的等式确定:

f ′(x1) =
f(b)− f(a)

b− a
.

□

当 n ≥ 2时,求最佳一致逼近多项式是非常复杂和困难的. 但也存在某些特殊情形,最佳一致

逼近多项式比较容易计算.

7.4.2 n次多项式的 n− 1次最佳一致逼近多项式

如果 f(x)是一个 n次多项式,则我们可以利用首项系数为 1的 Chebyshev多项式与零偏差最

小的性质 (见定理 7.14),构造其 n− 1次的最佳一致逼近多项式.

定理 7.22 设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,其中 an ̸= 0,则

p∗n−1(x) = f(x)− anT̃n(x)

是 f(x)在 [−1, 1]上的 n− 1次最佳一致逼近多项式. (留作练习)

例 7.12 设 f(x) = 2x3 + x2 + 2x− 1,求 f(x)在 [−1, 1]上的 2次最佳一致逼近多项式.

证明. 由定理 7.22可知, f(x)在 [−1, 1]上的 2次最佳一致逼近多项式为

p∗2(x) = f(x)− 2T̃3(x) = x2 +
7

2
x− 1.

□

K 思考：如何计算首项系数非零的 n次多项式 f(x)在 [a, b]上的 n− 1次最佳一致逼近多项

式?

7.4.3 Chebyshev级数与近似最佳一致逼近

对于任意一个 f(x) ∈ C[a, b],计算其最佳一致逼近多项式是非常困难的,目前还没有一个可

以经过有限步计算出 f(x)的 n次最佳一致逼近多项式的方法.

- 关于 n次最佳一致逼近多项式的构造,可以采用 Remes算法,但这是一种迭代近似算法,而

且比较复杂, 运算量也较大, 详细介绍可以参考相关文献. 在实际应用中, 人们往往更倾向

于寻找近似的最佳一致逼近多项式.
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Chebyshev展开就是一种很有效的计算近似最佳一致逼近多项式的方法. 设 f ∈ C[−1, 1],权
函数 ρ(x) =

1√
1− x2

,在 f(x)的广义 Fourier级数 (7.10)中取 φk = Tk(x),则可得

a∗0
2

+
∞∑
k=1

a∗kTk(x),

这就是 f(x)在 [−1, 1]上的 Chebyshev级数,其中

a∗k =
2

π

ˆ 1

−1

Tk(x)f(x)√
1− x2

dx =
2

π

ˆ π

0
f(cos θ) cos kθ dθ, k = 0, 1, 2, . . . .

注意: 由于 (T0, T0) = π,因此这里的 a∗0 = 2
(T0, f)

(T0, T0)
.

定理 7.23 若 f ′′(x)在 [−1, 1]上分段连续,则 Chebyshev级数一致收敛,即

f(x) =
a∗0
2

+

∞∑
k=1

a∗kTk(x).

记部分和

C∗
n(x) =

a∗0
2

+
n∑

k=1

a∗kTk(x),

则余项为 (级数一致收敛,余项收敛到 0)

f(x)− C∗
n(x) =

∞∑
k=n+1

a∗kTk(x) ≈ a∗n+1Tn+1(x).

由于 ∥T̃n+1(x)∥∞在 H̃n+1中最小,故 C∗
n(x)可看作是 f(x)在 [−1, 1]上的近似最佳一致逼近多项

式.

例 7.13 求 f(x) = ex在 [−1, 1]上的 Chebyshev级数部分和 C∗
3 (x).

(板书)
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7.5 最小二乘曲线拟合

7.5.1 曲线拟合介绍

曲线拟合 (curve fitting)是指选择适当的曲线来拟合通过观测或实验所获得的数据. 科学和工

程中遇到的很多问题,往往只能通过诸如采样、实验等方法获得若干离散的数据. 根据这些数据,

如果能够找到一个连续的函数（即曲线）或者更加密集的离散方程,使得实验数据与方程的曲线

能够在最大程度上近似吻合,就可以根据曲线方程对数据进行理论分析和数值预测,对某些不具

备测量条件的位置的结果进行估算.

我们首先看一个简单的线性数据拟合问题.

例 7.14 回想一下中学物理课的 “速度与加速度” 实验: 假设某物体正在做加速运动, 加速度未

知,实验人员从时间 t0 = 3秒时刻开始,每隔 1秒时间对这个物体进行测速,得到一组速度和时

间的离散数据 (见下表). 请根据实验数据推算该物体的加速度.

时间 t (秒) 3 4 5 6 7 8 9 10

速度 v (米/秒) 8.41 9.94 11.58 13.02 14.33 15.92 17.54 19.22

解. 实验法: 在坐标纸中画出这些点,如下图 (左图)所示.

可以看出,测量结果呈现典型的线性特征. 沿着该线性特征画一条直线,使尽量多的测量点能够

位于直线上,或者与直线的偏差尽量小,见上图 (右图). 这条直线就是我们根据测量结果拟合的

速度与时间的函数关系. 最后测量出直线的斜率 k,它就是被测物体的加速度. 经过测量,我们实

验测到的物体加速度值约为 1.52米/秒 2.

数学方法: 设加速度为 a (米/秒 2),则速度 v与时间 t之间的关系式为

v = v0 + a(t− t0).
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其中 v0 = 8.41, t0 = 3. 将实验数据 (ti, vi)依次代入可得

9.94 = 8.41 + a

11.58 = 8.41 + 2a

13.02 = 8.41 + 3a

14.33 = 8.41 + 4a

15.92 = 8.41 + 5a

17.54 = 8.41 + 6a

19.22 = 8.41 + 7a

显然,这个方程组是无解的.

事实上,由于实验存在误差,上面的每个方程并不需要严格成立,因此我们只需要求偏差尽

可能地小即可. 也就是说,使得偏差平方和尽可能地小,即转化为下面的最小化问题

min
a∈R

7∑
i=1

|vi − v0 − a(ti − t0)|2.

这是一个最小二乘问题,这就是曲线拟合 (数据拟合)的最小二乘法. □

7.5.2 最小二乘与法方程

给定数据

x x0 x1 x2 · · · xm−1 xm

y y0 y1 y2 · · · ym−1 ym

在函数族 Φ ≜ span{φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)}中寻找函数 S∗(x),使得它与这组数据的偏差平方和

最小,即
m∑
i=0

|S∗(xi)− yi|2 = min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

|S(xi)− yi|2.

这就是曲线拟合的最小二乘法. 这里的 n通常远远小于m,即 n≪ m.

- 在进行数据拟合时,也可以使用其他标准 (拟合方法),如极小化偏差的最大值,即

max
0≤i≤m

|S∗(xi)− yi| = min
S(x)∈Φ

max
0≤i≤m

|S(xi)− yi|.

但上述极小化问题求解很复杂.

另一种拟合方法是极小化偏差之和,即
m∑
i=0

|S∗(xi)− yi| = min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

|S(xi)− yi|.

但由于目标函数不可导,求解也很困难.
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带权最小二乘

在某些应用中,在各个点上的权重可能不一样,因此我们需要带权的数据拟合问题,即

min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

ωi|S(xi)− yi|2, (7.11)

其中 ωi都是正实数,代表在各个点处的权重.

离散数据拟合的最小二乘问题实质上可以看作是最佳平方逼近问题的离散形式, 因此, 可以

将求连续函数的最佳平方逼近函数的方法直接用于求解该问题.

下面考虑问题 (7.11)的求解. 对任意 S(x) ∈ Φ = span{φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)},可设

S(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · ·+ anφn(x),

则原问题就转化为求下面的多元函数的最小值点:

I(a0, a1, . . . , an) ≜
m∑
i=0

ωi|S(xi)− yi|2 =
m∑
i=0

ωi

 n∑
j=0

ajφj(xi)− yi

2

.

由于 I(a0, a1, . . . , an)是正定的,因此其最小值点就是其驻点. 令偏导数为零,可得

0 =
∂I(a0, a1, . . . , an)

∂ak
= 2

m∑
i=0

ωiφk(xi)

 n∑
j=0

ajφj(xi)− yi

 , k = 0, 1, 2, . . . , n.

整理后可写为
n∑

j=0

[
m∑
i=0

ωiφk(xi)φj(xi)

]
aj =

m∑
i=0

ωiyiφk(xi), k = 0, 1, 2, . . . , n.

引入记号

(φj , φk) ≜
m∑
i=0

ωiφj(xi)φk(xi), (y, φk) ≜
m∑
i=0

ωiyiφk(xi), (7.12)

则上面的方程可简写为
n∑

j=0

(φj , φk)aj = (y, φk), k = 0, 1, 2, . . . , n.

写成矩阵形式即可得法方程:

Ga = d, (7.13)

其中

G =


(φ0, φ0) (φ0, φ1) · · · (φ0, φn)

(φ1, φ0) (φ1, φ1) · · · (φ1, φn)
...

...
...

(φn, φ0) (φn, φ1) · · · (φn, φn)

 , a =


a0

a1
...

an

 , d =


(y, φ0)

(y, φ1)
...

(y, φn)

 .
将法方程的解记为 a∗0, a

∗
1, a

∗
2, . . . , a

∗
n,则最佳平方逼近函数为

S∗(x) = a∗0φ0(x) + a∗1φ1(x) + · · ·+ a∗nφn(x).

为了确保法方程的解存在唯一,我们要求系数矩阵 G非奇异.
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- 需要指出的是,我们在 (7.12)中引入的记号 (φj , φk)并不构成 C[a, b]或 Φ中的内积,因此

仅仅凭借 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)的线性无关并不能推出 G是非奇异的.

定理 7.24 设 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x) ∈ C[a, b]线性无关. 如果 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)的任意

（非零）线性组合在点集 {x0, x1, . . . , xm}上至多只有 n个不同的零点,则 G非奇异,此时法方

程 (7.13)存在唯一解.

- 上述定理中的条件称为 Haar条件,显然,如果取 φi(x) = xi,则 Haar条件成立.

例 7.15 已知数据表如下,求 f(x)的最小二乘拟合函数 S∗(x).

xi 0.24 0.65 0.95 1.24 1.73 2.01 2.23 2.52 2.77 2.99

yi 0.23 −0.26 −1.10 −0.45 0.27 0.10 −0.29 0.24 0.56 1.00

证明. 分两步走: 先确定一组基,然后通过解法方程求出表出系数.

在坐标平面上描出数据点,根据点的分布情况,选取基函数

φ0(x) = lnx, φ1(x) = cosx, φ2(x) = ex.

由直接计算可得法方程
6.7941 −5.3475 63.259

−5.3475 5.1084 −49.009
63.259 −49.009 1002.5



a0

a1

a2

 =


1.6131

−2.3821
26.773

 .
解得

a0 = −1.0410, a1 = −1.2613, a2 = 0.03073.

所以最小二乘拟合函数为

S∗(x) = −1.0410 lnx− 1.2613 cosx+ 0.03073ex.

□

- 对于曲线拟合问题,如何选择数学模型很重要 (即函数空间Φ,也即基函数φ0(x), φ1(x), . . . ,

φn(x)),通常需要根据物理意义或所给数据的分布情况来确定.
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7.5.3 多项式拟合

在数据拟合时,如果取 φ0(x) = 1, φ1(x) = x, . . . , φn(x) = xn,即 Φ = Hn,则相应的法方程为

m∑
i=0

ωi

m∑
i=0

ωixi · · ·
m∑
i=0

ωix
n
i

m∑
i=0

ωixi
m∑
i=0

ωix
2
i · · ·

m∑
i=0

ωix
n+1
i

...
...

...
m∑
i=0

ωix
n
i

m∑
i=0

ωix
n+1
i · · ·

m∑
i=0

ωix
2n
i





a0

a1

...

an


=



m∑
i=0

ωiyi

m∑
i=0

ωixiyi

· · ·
m∑
i=0

ωix
n
i yi


.

设解为 [a∗0, a
∗
1, . . . , a

∗
n]
⊺,则

S∗(x) = a∗0 + a∗1x+ · · ·+ a∗nx
n

即为 f(x)的 n次最小二乘拟合多项式.

例 7.16 已知数据表如下,求 2次最小二乘拟合多项式.

xi 0 0.25 0.50 0.75 1.00

yi 1.0000 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183

证明. 设 2次最小二乘拟合多项式为 p2(x) = a0 + a1x+ a2x
2. 直接计算得法方程

5 2.5 1.875

2.5 1.875 1.5625

1.875 1.5625 1.3825



a0

a1

a2

 =


8.7680

5.4514

4.4015

 .
解得

a0 = 1.0052, a1 = 0.8641, a2 = 0.8437.

所以此组数据的 2次最小二乘拟合多项式为

S∗
2(x) = 1.0052 + 0.8641x+ 0.8437x2.

□

- 如果没有给出权系数 ωi,则默认所有权系数都是 1.

由于当 n较大时,直接求解法方程的计算成本较高,而且系数矩阵是病态的 (与 Hilbert矩阵

类似),因此该方法不适合计算高次最小二乘拟合多项式,此时可以借助正交多项式来进行求解.

7.5.4 用正交多项式做最小二乘拟合

带权正交 (离散情形)
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定义 7.6 给定点集 {xi}mi=0以及各点处的权系数 {ωi}mi=0,如果函数族 {φk(x)}nk=0满足

(φk, φj) ≜
m∑
i=0

ωiφk(xi)φj(xi) =

 0, k ̸= j,

Ak ̸= 0, k = j,
(7.14)

则称 {φk(x)}nk=0关于点集 {xi}mi=0带权 {ωi}mi=0正交.

如果 φk(x)为首项系数不为零的 k次多项式,则 {φk(x)}nk=0就是关于点集 {xi}mi=0的带权正

交多项式.

K 思考：由 (7.14)所定义的关系式是否构成内积?

定理 7.25 设多项式 p0(x), p1(x), . . . , pn(x)是关于点集 x0, x1, . . . , xm的带权 ω0, ω1, . . . , ωm正

交,则 f(x)的 n次最小二乘拟合多项式为

S∗
n(x) = a∗0p0(x) + a∗1p1(x) + a∗2p2(x) + · · ·+ a∗npn(x),

其中

a∗k =
(pk, f)

(pk, pk)
, k = 0, 1, 2, . . . , n.

- 上述结论中的 (·, ·)是由 (7.14)所定义的.

法方程问题不存在了,但另外还有一个问题需要解决,即带权正交多项式如何计算？

带权正交 (离散情形)多项式的递推计算方法

与正常的正交多项式类似,我们也可以构造出在离散带权正交情形下的三项递推公式:

p0(x) = 1, p1(x) = x− α0,

pk+1(x) = (x− αk)pk(x)− βkpk−1(x), k = 1, 2, . . . ,
(7.16)

其中

αk =
(xpk, pk)

(pk, pk)
, k = 0, 1, . . . , βk =

(pk, pk)

(pk−1, pk−1)
, k = 1, 2, . . . .

可以证明,由上述递推方法构造出来的 {pk(x)}nk=0关于点集 {xi}mi=0是带权 {ωi}mi=0正交的.

- 在实际计算时, n可以事先给定,或在计算过程中根据计算精度来确定.

- 在计算过程中可以将构造正交多项式族、解法方程、形成拟合多项式穿插进行.

- 该方法非常适合编程实现,是目前多项式最小二乘拟合最好的计算方法,有通用程序.

例 7.17 已知数据表如下,求 2次最小二乘拟合多项式（计算过程中小数点后保留 2位）.

xi 0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.00

yi 1.00 1.75 1.96 2.19 2.44 2.71 3.00
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(Approxi_datafit_orth_poly_01.m)

证明. 由题意可知, m = 6, n = 2. 直接计算可得

(p0, p0) =
m∑
i=0

1 = 7, (f, p0) =
m∑
i=0

yi = 15.05, (xp0, p0) =
m∑
i=0

xi = 4.5.

所以

a0 =
(f, p0)

(p0, p0)
≈ 2.15, α0 =

(xp0, p0)

(p0, p0)
≈ 0.64.

于是可得

p1(x) = x− 0.64.

不断利用三项递推公式,可求得

a1 ≈ 1.98, α1 ≈ 0.36, β0 ≈ 0.094;

p2(x) = x2 − 0.98x+ 0.12;

a2 ≈ 1.00.

所以此组数据的 2次最小二乘拟合多项式为

S∗
2(x) = a0p0(x) + a1p1(x) + a2p2(x) = x2 + x+ 1.

□

- MATLAB中计算最小二乘拟合多项式的函数是 polyfit. 另外, MATLAB还提供了可视化

的曲线拟合工具,支持多种拟合方式,也可以自定义基函数,启动命令是 cftool (Fit curves

and surfaces to data).
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7.6 有理逼近

为什么有理逼近？

• 多项式逼近的优点: 计算简便.
• 多项式逼近的缺点: 若原函数 f(x)在某点附近无解 (可能存在奇点),则用多项式逼近效果较

差.

有理逼近

用有理函数来做逼近

Rnm(x) ≜ pn(x)

qm(x)
=

n∑
k=0

akx
k/

m∑
k=0

bkx
k.

• 最佳有理一致逼近:

min ∥Rnm − f(x)∥∞

• 最佳有理平方逼近:

min ∥Rnm − f(x)∥2

Pade逼近与 Taylor展开

Pade逼近基本思想: 以尽可能快的速度与 Taylor展开式相匹配.

定义 7.7 设 f(x) ∈ CN+1(−a, a), N = m+ n,如果有理函数

Rnm(x) ≜ a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

1 + b1x+ · · ·+ bmxm
=
pn(x)

qm(x)

满足 (1) pn(x)与 qm(x)无公共因式; (2) Rnm(x)(k)(0) = f (k)(0), k = 0, 1, . . . , N ;则称 Rnm(x)

为 f(x)在 x = 0处的 (n,m)阶 Pade逼近,记作 R(n,m).

几点说明

• Pade逼近是一类特殊的有理逼近.
• Rnm(x)和 f(x)的 Taylor展开式的前m+ n项是一样的.
• qm(x)的常数项为 1 (标准化处理, b0 ̸= 0)

R(n,m)的计算

记 N = m+ n,设 f(x) ∈ CN+1(−a, a), f(x)在 x = 0处的 Taylor展开为

f(x) = f(0) + f (1)(0)x+
1

2!
f (2)(0)x2 + · · ·+ 1

N !
f (N)(0)xN +

1

(N + 1)!
f (N+1)(ξ)xN+1,

前 N + 1项部分和为

p(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cNx

N , ck =
1

k!
f (k)(0).
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设 h(x) = p(x)qm(x)− pn(x),则条件 Rnm(x)(k)(0) = f (k)(0)等价于

h(k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , N

又通过计算可知

(p(x)qm(x)− pn(x))(k)
∣∣∣
x=0

= k!
k∑

j=0

cjbk−j − k!ak,

所以可得  ak =
∑k−1

j=0 cjbk−j + ck k = 0, 1, 2, . . . , n

0 =
∑k−1

j=0 bk−j , k = n+ 1, n+ 2, . . . , N.
(7.17)

为了书写方便,当 j > m时令 bj = 0.

N + 1个未知量: a0, a1, . . . , an, b1, . . . , bm, N + 1个方程,因此存在唯一解的充要条件是系数

矩阵非奇异.

定理 7.26 设 f(x) ∈ CN+1(−a, a), N = m + n,则 Rnm(x) (其中 b0 = 1)是 f(x)的 (n,m)阶

Pade逼近的充要条件是 pn和 qn的系数满足方程 (7.17).

- b1, b2, . . . , bm通过解方程得到, a0, a1, . . . , an可直接计算.
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7.7 课后练习

练习 7.1 证明函数组 {1, x, x2, . . . , xn}线性无关.

练习 7.2 设 f(x), g(x) ∈ C1[a, b],定义

(1) (f, g) =

ˆ b

a
f ′(x)g′(x) dx;

(2) (f, g) =

ˆ b

a
f ′(x)g′(x) dx+ f(a)g(a);

问它们是否构成内积.

练习 7.3 令 T ∗
n(x) = Tn(2x− 1), x ∈ [0, 1],试证 {T ∗

n}是在 [0, 1]上的带权 ρ(x) =
1√

x− x2
的正

交多项式,并求 T ∗
0 (x), T ∗

1 (x), T ∗
2 (x), T ∗

3 (x).

练习 7.4 设权函数 ρ(x) = 1+x2, x ∈ [−1, 1]. 试求首项系数为 1的关于 ρ(x)正交的多项式φn(x),

n = 0, 1, 2, 3.

练习 7.5 试证明由 (7.6)给出的第二类 Chebyshev多项式是 [−1, 1]上带权

ρ(x) =
√

1− x2

的正交多项式.

练习 7.6 设 n ≥ 1,证明: 对每一个 Chebyshev多项式 Tn(x),有ˆ 1

−1

(Tn(x))
2

√
1− x2

dx =
π

2
.

练习 7.7 用 T3(x)的零点做插值节点,求 f(x) = ex 在区间 [−1, 1]上的二次插值多项式,并估计

误差.

练习 7.8 设 f(x) = x2 + 3x+ 2, x ∈ [0, 1],试求 f(x)在 [0, 1]上关于 ρ(x) = 1, Φ = span{1, x}的
最佳平方逼近多项式. 若取 Φ = span{1, x, x2},则最佳平方逼近多项式是什么?

练习 7.9 求 f(x) = x3在 [−1, 1]上的二次最佳平方逼近多项式.

练习 7.10 求 f(x)在指定区间上对于 Φ = span{1, x}的最佳平方逼近多项式:

(1) f(x) =
1

x
, x ∈ [1, 3];

(2) f(x) = ex, x ∈ [0, 1];

(3) f(x) = cosπx, x ∈ [0, 1];

(4) f(x) = lnx, x ∈ [1, 2].

练习 7.11 设 f(x) = sin
πx

2
,利用 Legendre多项式求 f(x)在 [−1, 1]上的三次最佳平方逼近多项

式.

练习 7.12 已知实验数据如下:

xi 19 25 31 38 44

yi 19.0 32.3 49.9 73.3 97.8

用最小二乘法求形如 y = a+ bx2的经验公式,并计算均方误差.
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练习 7.13 证明: 由递推公式 (7.16)所定义的多项式是关于点集 {xi}mi=0带权 {ωi}mi=0正交的.

练习 7.14 设 ω1, ω2, . . . , ωn为给定的正实数,对任意 x, y ∈ Rn,定义

(x, y)ω =
n∑

i=1

ωixiyi,

证明: (x, y)ω 是 Rn上的内积.

练习 7.15 证明定理 7.22中的结论,即:

p∗n−1(x) = f(x)−anT̃n(x)是 n次多项式 f(x) = anx
n+ · · ·+a1x+a0在 [−1, 1]上的 n−1

次最佳一致逼近多项式,其中 an ̸= 0.
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考虑定积分

I =

ˆ b

a
f(x) dx. (8.1)

在微积分中,我们可以使用 Newton-Leibnitz公式ˆ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a),

其中 F (x)是被积函数 f(x)的一个原函数. 但是

• 在很多情况下,被积函数的原函数很难求出,或者原函数很复杂,如 f(x) =
1

1 + x6
的原函数

为

F (x) =
1

3
arctanx+

1

6
arctan

(
x− 1

x

)
+

1

4
√
3

ln
x2 + x

√
3 + 1

x2 − x
√
3 + 1

+ C.

• 原函数无法用初等函数表示,如

f(x) =
sinx
x

, f(x) = e−x2
, f(x) =

√
1 + k2 sin2 x.

• 在某些实际应用中,被积函数 f(x)的表达式是未知的,只是通过实验或测量等手段给出了某

些离散点上的值.

在这些情况下,我们就需要考虑通过近似方法来计算定积分的近似值,即数值积分.

- 数值积分的基本思想是用函数值的线性组合来近似定积分,有时也会用到导数值.

数值积分主要研究的问题

数值积分主要考虑以下问题:

(1) 求积公式的构造;

(2) 精确程度的衡量;

(3) 余项估计/误差估计.
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8.1 数值积分基本概念

8.1.1 机械求积公式

设 f(x) ∈ C[a, b],取节点 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = b,根据定积分的定义,有ˆ b

a
f(x) dx = lim

h→0

n∑
i=0

hif(ξi), ξi ∈ [xi, xi+1],

其中 hi = xi+1 − xi, h = max
i
{hi}. 当 h充分小, n充分大时,我们就有下面的近似公式

ˆ b

a
f(x) dx ≈

n∑
i=0

hif(ξi). (8.2)

这就是目前常用的求积公式. 为了方便起见,我们将上述公式改写为 (将记号 hi和 ξi更换为Ai和

xi)

ˆ b

a
f(x) dx ≈

n∑
i=0

Aif(xi) ≜ In(f) . (8.3)

这里 xi 称为求积节点,满足 a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b,系数 Ai 称为求积系数,与函数 f(x)无

关. 该求积公式就称为机械求积公式.

- 机械求积公式只包含函数值, 但求积公式并不局限于机械求积公式, 有些求积公式可能会

包含其它信息,如导数值等.

例 8.1 设 f(x) ∈ C[a, b],则由积分中值定理可知,存在 ξ ∈ [a, b]使得ˆ b

a
f(x) dx = f(ξ)(b− a).

不幸的是, ξ 的取值往往是不可知的. 但我们可以考虑用 [a, b] 中的某个点上的函数值来近似

f(ξ):

• 如果用左端点的函数值 f(a)来近似 f(ξ),则可得左矩形公式:ˆ b

a
f(x) dx ≈ f(a)(b− a);

• 如果用右端点的函数值 f(b)来近似 f(ξ),则可得右矩形公式:ˆ b

a
f(x) dx ≈ f(b)(b− a);

• 如果用中点的函数值来近似 f(ξ),则可得中矩形公式:ˆ b

a
f(x) dx ≈ f

(
a+ b

2

)
(b− a).

这类公式称为矩形公式,其几何意义就是用矩形的面积来近似曲边梯形的面积,见下图.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

8.1 数值积分基本概念 · 207 ·

8.1.2 代数精度

根据 Weierstrass 逼近定理 7.1 可知, 任意一个连续函数都可以通过多项式来一致逼近, 因此,

如果一个求积公式能对次数较高的多项式精确成立, 那么我们就认为该求积公式具有较高的精

度. 基于这样的想法,我们给出下面的代数精度概念.

定义 8.1 如果一个求积公式对所有次数不超过 m的多项式精度成立,但对 m + 1次多项式不

精确成立,则称该求积公式具有m次代数精度.

代数精度的计算方法

由定义可知,一个求积公式具有m次代数精度当且仅当求积公式

(1) 对 f(x) = 1, x, x2, . . . , xm精确成立;

(2) 对 f(x) = xm+1不精确成立.

这给出了计算一个求积公式的代数精度的方法.

例 8.2 试确定系数 Ai,使得下面的求积公式具有尽可能高的代数精度,并求出此求积公式的代

数精度. ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ A0f(−1) +A1f(0) + A2f(1).

解. 分别取 f(x) = 1, x, x2,令求积公式精确成立,可得
A0 +A1 +A2 = b− a

−A0 +A2 = 0

A0 +A2 =
2

3
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求解该方程组,可得 A0 =
1
3 , A1 =

4
3 , A2 =

1
3 . 因此求积公式为ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ 1

3
f(−1) + 4

3
f(0) +

1

3
f(1).

将 f(x) = x3 代入可得,公式左边 = 0 =右边. 将 f(x) = x4 代入可得,公式左边为 2
5 ,右边为 2

3 .

因此该求积公式的代数精度为 4. □

- 由于求积公式 (8.3)中含有 n+ 1个参数,因此可以选取合适的 Ai的值,使得求积公式 (8.3)

至少具有 n次代数精度.

例 8.3 (非机械求积公式) 试确定下面求积公式中的系数,使其具有尽可能高的代数精度:ˆ 1

0
f(x) dx ≈ A0f(0) + A1f(1) +B0f

′(0).

(板书)

引理 8.1 设机械求积公式 (8.3)具有m(≥ 0)次代数精度,则有

A0 +A1 + · · ·An = b− a. (8.4)

(板书)

证明. 将 f(x) = 1代入求积公式 (8.3),令等式精确成立即可. (也可以直接从 (8.2)中得出) □

- 上面的结论是机械求积公式的一个基本性质.

8.1.3 收敛性与稳定性

定义 8.2 设求积公式的余项为 R[f ],若

lim
h→0

R[f ] = 0,

则称求积公式是收敛的,其中 h = max
0≤i≤n−1

{xi+1 − xi}.

- 由定义可以,求积公式的收敛性与定积分的存在性是类似的,即当分割足够细时极限存在,

而且两者的值相等.

在利用机械求积公式计算定积分时,需要计算函数值. 由于存在一定的舍入误差,因此最后的

结果也会带有一定的误差. 求积公式的稳定性就是用来表示这些舍入误差对计算结果的影响.

定义 8.3 考虑机械求积公式 (8.3). 设 f̃k是计算 f(xk)时得到的近似值. 如果对任给的 ε > 0,都

存在 δ > 0,使得当 |f(xk)− f̃k| < δ对 k = 0, 1, 2, . . . , n都成立时,有∣∣∣∣∣
n∑

k=0

Akf(xk)−
n∑

k=0

Akf̃k

∣∣∣∣∣ < ε,
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则称求积公式 (8.3)是稳定的.

下面给出一个判别机械求积公式稳定性的充分条件.

定理 8.2 若机械求积公式 (8.3)中的求积系数 Ai都是正数,则求积公式是稳定的.

(板书)

8.2 插值型求积公式

一个构造求积公式的常用方法就是使用插值多项式. 设 Ln(x) 是 f(x) 关于节点 a ≤ x0 <

x1 < · · · < xn ≤ b的 n次插值多项式,则ˆ b

a
f(x) dx ≈

ˆ b

a
Ln(x) dx =

ˆ b

a

n∑
k=0

lk(x)f(xk) dx

=
n∑

k=0

(ˆ b

a
lk(x) dx

)
f(xk) ≜

n∑
k=0

Akf(xk). (8.5)

这就是插值型求积公式,其中 lk(x)是 n次 Lagrange基函数, Ak =

ˆ b

a
lk(x) dx.

由多项式插值余项公式可知,插值型求积公式 (8.5)的余项为

R[f ] =

ˆ b

a

(
f(x)− Ln(x)

)
dx =

ˆ b

a

f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x) dx, (8.6)

其中

ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

- 由于 ξx 是关于 x未知函数,上面的误差值是无法得到的,因此我们通常用下面的方法来估

计误差 ∣∣R[f ] ∣∣ = ∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ Mn+1

(n+ 1)!

ˆ b

a
|ωn+1(x)| dx,

其中Mn+1 = max
a≤x≤b

|f (n+1)(x)|.

引理 8.3 插值型求积公式 (8.5)至少具有 n次代数精度. (板书)

证明. 依次将 f(x) = 1, x, x2, . . . , xn 代入, 可得 f (n+1)(ξx) = 0. 故 R[f ] = 0, 所以求积公式对

f(x) = 1, x, x2, . . . , xn精确成立,即代数精度至少为 n. □

事实上,我们有下面的性质.

定理 8.4 机械求积公式 (8.3)至少具有 n次代数精度的充要条件是该公式是插值型的.

(板书)

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

· 210 · 第八讲 数值积分与数值微分

- 由该定理可知,当机械求积公式具有尽可能高的代数精度时,它总是插值型的.

8.3 Newton-Cotes公式

定义 8.4 如果插值型求积公式 (8.5)中的节点为等距节点,即

xk = a+ kh, h =
b− a
n

, k = 0, 1, 2, . . . , n,

则该求积公式就称为 Newton-Cotes公式,记为

In(f) = (b− a)
n∑

k=0

C
(n)
k f(xk), (8.7)

其中 C
(n)
k 称为 Cotes系数,其值为

C
(n)
k =

1

b− a

ˆ b

a
lk(x) dx =

h

b− a

ˆ n

0

n∏
i=0,i ̸=k

t− i
k − i

dt =
(−1)n−k

nk!(n− k)!

ˆ n

0

∏
i=0,i ̸=k

(t− i) dt.

Cotes系数的两个简单性质

(1)
n∑

k=0

C
(n)
k = 1; (2) C(n)

k = C
(n)
n−k, k = 0, 1, 2, . . . , n.

8.3.1 常用的低次 Newton-Cotes公式

下面给出几个常用的低次 Newton-Cotes公式:

• 当 n = 1时,可得 C
(1)
0 = C

(1)
1 =

1

2
,此时的 Newton-Cotes公式为

I1(f) =
b− a
2

(f(a) + f(b)) . (8.8)

这就是梯形公式,通常记作为 T (f).

• 当 n = 2时,可得 C
(2)
0 =

1

6
, C(2)

1 =
4

6
, C(2)

2 =
1

6
,此时的 Newton-Cotes公式为

I2(f) =
b− a
6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
. (8.9)

这就是抛物线公式或 Simpson公式,通常记作为 S(f).

• 当 n = 3时,可得 C
(3)
0 =

1

8
, C(3)

1 =
3

8
, C(3)

2 =
3

8
, C(3)

3 =
1

8
,此时的 Newton-Cotes公式为

I3(f) =
b− a
8

(
f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)

)
. (8.10)

该公式称为 Simpson 3/8公式或 Boole公式或Milne公式.
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• 当 n = 4时,可得 C
(4)
0 =

7

90
, C(4)

1 =
32

90
, C(4)

2 =
12

90
, C(4)

3 =
32

90
, C(4)

4 =
7

90
,此时的 Newton-

Cotes公式为

I4(f) =
b− a
90

(
7f(x0) + 32f(x1) + 12f(x2) + 32f(x3) + 7f(x4)

)
. (8.11)

该公式称为 Cotes公式.

- 当 n > 7时, Cotes系数中会出现负数,会导致算法的不稳定,因此我们不考虑 n > 7时的

Newton-Cotes公式.

- 梯形公式和抛物线公式简单易用,因此很受欢迎.

定理 8.5 当 n 是奇数时, Newton-Cotes 公式至少具有 n 次代数精度. 当 n 是偶数时, Newton-

Cotes公式至少具有 n+ 1次代数精度.

(板书)

证明. 由于 Newton-Cotes公式是插值型的,因此它至少具有 n次代数精度.

当 n是偶数时,将 f(x) = xn+1代入余项公式 (8.6)可得

R[f ] =

ˆ b

a

f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x) dx =

ˆ b

a
ωn+1(x) dx

做变量代换 x = a+ th. 由于 xk = a+ kh,所以

R[f ] =

ˆ b

a
ωn+1(x) dx = hn+2

ˆ n

0

n∏
k=0

(t− k) dt

由于 n是偶数,再做变量代换 t = n− s,可得

R[f ] = hn+2

ˆ 0

n
(−1)n+2

n∏
k=0

(s− (n− k)) ds = (−1)n+3

ˆ n

0

n∏
i=0

(s− i) ds = −R[f ].

所以 R[f ] = 0,故 Newton-Cotes公式对 f(x) = xn+1精确成立,即具有 n+ 1次代数精度. □

8.3.2 余项公式的推导

首先给出几个引理.

引理 8.6 设基于节点 x0, x1, x2, . . . , xn的插值型求积公式 (8.5)具有m (m ≥ n)次代数精度,则

对任意 f(x) ∈ C[a, b],有
n∑

k=0

Akf(xk) =

ˆ b

a
pm(x) dx,

其中 pm(x)是 f(x)关于节点 x0, x1, x2, . . . , xn的m次插值多项式,即 pm(x)满足

pm(xk) = f(xk), k = 0, 1, 2, . . . , n.

(注: 当m > n时,其它m− n个插值条件可以任取,比如要求在某些节点的导数值相等). (板书)

证明. 由于求积公式具有m次代数精度,即对m次多项式精确成立,所以
n∑

k=0

Akf(xk) =
n∑

k=0

Akpm(xk) =

ˆ b

a
pm(x) dx.
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□

上述结论也可以推广到包含导数的求积公式.

引理 8.7 设基于节点 x0, x1, x2, . . . , xn的求积公式为

In(f) =

n∑
k=0

Akf(xk) +
∑
j∈Z1

Bjf
′(xj). (8.12)

其中 Z1 ⊂ {0, 1, 2, . . . , n}, 即可以只包含部分节点上的导数值. 若该求积公式具有 m (m ≥ n)

次代数精度,则对任意 f(x) ∈ C[a, b],有

In(f) =

ˆ b

a
pm(x) dx,

其中 pm(x)是 f(x)关于节点 x0, x1, x2, . . . , xn的m次 Hermitian插值多项式,即 pm(x)满足 pm(xk) = f(xk), k = 0, 1, 2, . . . , n

p′m(xj) = f ′(xj), j ∈ Z1.

(注: 如果插值条件个数小于m+ 1,则其它插值条件可以任取)

- 假设 Z1中的元素个数为 r (r ≤ n+ 1),则一般总是有m ≥ n+ r.

- 如果求积公式中包含二阶以上的导数 (如后面会提到的修正 Simpson公式 (8.19),我们仍可

以得到相类似的结论.

下面是关于差商的连续性.

引理 8.8 设 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,函数 f(x) ∈ C1[a, b],则差商

g(x) ≜ f [x, x0, x1, . . . , xn]

关于 x 在 [a, b] 上连续. 这里 g(x) 在节点 xk 上的值是通过重节点差商来定义的. 进一步, 若

f(x) ∈ C2[a, b],则有

g′(x) = f [x, x, x0, x1, . . . , xn],

且 g′(x)也关于 x在 [a, b]上连续.

证明. 可参见: E. Isaacson and H. Keller, Analysis of Numerical Methods, John Wiley and Sons, London–

New York, 1966. 第 255页. □

上述结论可以推广到重节点情形,即允许节点 x0, x1, x2, . . . , xn有重合的.

引理 8.9 设 a = x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ xn = b,函数 f(x) ∈ Cn+1[a, b],则差商

g(x) ≜ f [x, x0, x1, . . . , xn]

关于 x在 [a, b]上连续. 进一步,若 f(x) ∈ Cn+2[a, b],则有

g′(x) = f [x, x, x0, x1, . . . , xn],

且 g′(x)也关于 x在 [a, b]上连续.
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梯形公式的余项

定理 8.10 设 f(x) ∈ C2[a, b],则梯形求积公式的余项为

R[f ] = −(b− a)3

12
f ′′(η), η ∈ (a, b),

所以,带余项的梯形公式可写为ˆ b

a
f(x) dx =

b− a
2

(
f(a) + f(b)

)
− (b− a)3

12
f ′′(η), η ∈ (a, b). (8.13)

(板书)

证明. 设 p1(x)是 f(x)关于节点 x0 = a, x1 = b的一次插值多项式. 由 Newton插值的余项公式可

知

f(x)− p1(x) = f [x, x0, x1]ω2(x),

其中 ω2(x) = (x− x0)(x− x1). 由于梯形公式的代数精度为 1,故ˆ b

a
p1(x) dx =

b− a
2

(
p1(a) + p1(b)

)
.

所以

R[f ] =

ˆ b

a
f(x) dx− b− a

2

(
f(a) + f(b)

)
=

ˆ b

a
f(x) dx− b− a

2

(
p1(a) + p1(b)

)
(插值条件 : p1(a) = f(a), p1(b) = f(b))

=

ˆ b

a

(
f(x)− p1(x)

)
dx

=

ˆ b

a
f [x, x0, x1]ω2(x) dx.

由于 f [x, x0, x1]关于 x在 [a, b]上连续, ω2(x)在 [a, b]内不变号,所以由积分中值定理可知,存在

z ∈ (a, b),使得

R[f ] = f [z, x0, x1]

ˆ b

a
ω2(x) dx = −(b− a)3

6
f [z, x0, x1].

由差商与导数之间的关系可知,存在 η ∈ (a, b),使得 f [z, x0, x1] =
f ′′(η)

2!
. 这里 η与 z有关. 所以

R[f ] = −(b− a)3

12
f ′′(η), η ∈ (a, b).

□

- 如果使用 Lagrange插值余项公式,则可得

R[f ] =

ˆ b

a

1

2!
f ′′(ξx)(x− a)(x− b) dx, ξx ∈ (a, b).

易知 (x− a)(x− b)在 [a, b]内不变号,如果 f ′′(ξx)关于 x连续,则由积分中值定理可知,存

在 η ∈ (a, b)使得

R[f ] =
1

2!
f ′′(η)

ˆ b

a
(x− a)(x− b) dx = −(b− a)3

12
f ′′(η).
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需要指出的是,这里要证明 f ′′(ξx)关于 x是连续的. 事实上,由 Lagrange插值余项公式可知

f(x)− p1(x) =
1

2!
f ′′(ξx)(x− a)(x− b),

即

f ′′(ξx) =
2!(f(x)− p1(x))
(x− a)(x− b)

≜ g(x).

如果 f ∈ C2[a, b], 则上式右端 (即 g(x)) 显然在除插值节点以外的所有点都连续. 应用

L’Hôpital 法则, 我们可以求得 g(x) 在插值节点处的极限 (在两端点处为右极限或左极限).

而根据余项公式,在插值节点处, f ′′(ξx)可以取任意值. 因此,我们可以将 g(x)的极限设为

f ′′(ξx)在节点处的值,这样 f ′′(ξx)就在整个区间上连续. 以上结论可推广到一般情形,即:

设 f ∈ Cn+1[a, b],可得 n次多项式插值余项

f(x)− pn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξx)(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn), ξx ∈ [a, b],

通过定义 f (n+1)(ξx)在插值节点处的值,可使得 f (n+1)(ξx)关于 x是连续的.

Simpson公式的余项

定理 8.11 设 f(x) ∈ C4[a, b],则 Simpson求积公式的余项为

R[f ] = −(b− a)5

2880
f (4)(η), η ∈ (a, b),

所以,带余项的 Simpson公式可写为ˆ b

a
f(x) dx =

b− a
6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
− (b− a)5

2880
f (4)(η), η ∈ (a, b). (8.14)

(板书)

证明. 基本思想与梯形求积公式余项类似,但具体做法有所不同.

构造 f(x)关于点 x0 = a, x1 =
1

2
(a+ b), x2 = b的三点三次 Hermitian插值多项式 H3(x),满

足

H3(xk) = f(xk), k = 0, 1, 2, H ′
3(x1) = f ′(x1).

插值余项为

R(x) =
f (4)(ξx)

4!
(x− x0)(x− x1)2(x− x2).

由于 Simpson公式具有 3次代数精度,于是有ˆ b

a
H3(x) dx =

b− a
6

(
H3(x0) + 4H3(x1) +H3(x2)

)
, (8.15)

所以

R[f ] =

ˆ b

a
f(x) dx− b− a

6
(f(x0) + 4f(x1) + f(x2))

=

ˆ b

a
f(x) dx− b− a

6
(H3(x0) + 4H3(x1) +H3(x2)) (插值条件)

=

ˆ b

a
f(x) dx−

ˆ b

a
H3(x) dx (由(8.15))
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=

ˆ b

a

(
f(x)−H3(x)

)
dx

=

ˆ b

a

f (4)(ξx)

4!
(x− x0)(x− x1)2(x− x2) dx.

由于 f (4)(ξx)是 x的连续函数,且 (x− x0)(x− x1)2(x− x2)在 [a, b]内不变号,所以由积分中值定

理可知,存在 η ∈ (a, b),使得

R[f ] =

ˆ b

a

f (4)(ξx)

4!
(x− x0)(x− x1)2(x− x2) dx =

f (4)(η)

4!

ˆ b

a
(x− x0)(x− x1)2(x− x2) dx.

将 x0 = a, x1 =
1

2
(a+ b), x2 = b代入,可求得

ˆ b

a
(x− x0)(x− x1)2(x− x2) dx = −(b− a)5

120
.

因此, Simpson公式的余项为

R[f ] = −f
(4)(η)

4!
· (b− a)

5

120
= −(b− a)5

2880
f (4)(η), η ∈ (a, b).

□

- 我们也可以将 H3(x)写成 Newton插值形式,即

H3(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x1](x− x0)(x− x1)

+ f [x0, x1, x1, x2](x− x0)(x− x1)2.

这可以看作是重节点 Newton插值. 因此,插值余项可表示为

R3(x) = f [x, x0, x1, x1, x2](x− x0)(x− x1)2(x− x2).

请读者自行验证.

计算求积公式余项小结 (三步曲)

(1) 计算求积公式的代数精度,设为m;

(2) 构造m次插值多项式,写出插值条件和插值余项 (除导数部分外,要确保不变号);

(3) 利用积分中值定理,计算出求积公式的余项.

8.3.3 Newton-Cotes公式余项的一般形式

定理 8.12 当 n是奇数时,若 f(x) ∈ Cn+1[a, b],则 Newton-Cotes公式的余项为

R[f ] =
hn+2f (n+1)(η)

(n+ 1)!

ˆ n

0
t(t− 1)(t− 2) · · · (t− n) dt, η ∈ (a, b).

当 n是偶数时,若 f(x) ∈ Cn+2[a, b],则 Newton-Cotes公式的余项为

R[f ] =
hn+3f (n+2)(η)

(n+ 2)!

ˆ n

0
t2(t− 1)(t− 2) · · · (t− n) dt, η ∈ (a, b).

证明. 可参见: J. Stoer and R. Bulirsch, Introduction to Numerical Analysis, 3rd Edition, 2002. □
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8.3.4 一般求积公式余项

考虑更一般的求积公式 (带导数信息)ˆ b

a
f(x) dx =

n∑
k=0

Akf(xk) +
∑
i1∈Z1

Ai1f
′(xi1) +

∑
i2∈Z2

Ai2f
′′(xi1) + · · ·+

∑
ir∈Zr

Airf
(r)(xir). (8.16)

其中 Zj ⊂ {0, 1, 2, . . . , n},即求积公式中可以包含全部或部分节点上的导数信息.

设求积公式 (8.16)的代数精度为m,若 f(x) ∈ Cm+1[a, b],则其余项可表示为

R[f ] =

ˆ b

a
f (m+1)(t)K(t) dt,

其中K(t)称为 Peano核,具体表达式可参见 “Introduction to Numerical Analysis” (Stoer and Bulirsch,

3rd Edition, 2002).

在大多数求积公式中, K(t)在 [a, b]内不变号,此时,根据积分中值定理可知,存在 η ∈ (a, b)

使得

R[f ] = f (m+1)(η)

ˆ b

a
K(t) dt. (8.17)

需要注意的是,余项公式 (8.17)并不是对所有求积公式 (8.16)都成立.

例 8.4 给出下面求积公式的余项ˆ 1

0
f(x) dx ≈ 2

3
f(0) +

1

3
f(1) +

1

6
f ′(0).

解. 首先求出代数精度,然后构造插值多项式 p(x),满足

p(0) = f(0), p(1) = f(1), p′(0) = f ′(0),

并写出插值余项R(x). 代入求积公式后,利用积分中值定理给出求积公式的余项表达式. 具体过

程请读者自行完成. □

8.4 复合求积公式

与分段插值的想法类似,为了提高计算精度,我们也可以将积分区间分割成若干小区间,然后

再在每个小区间使用低次求积公式,这就是复合求积公式,也称复化求积公式.

为了简单起见, 我们通常等分积分区间. 本节主要介绍两类常用的复合求积公式: 复合梯形

公式和复合 Simpson公式.

8.4.1 复合梯形公式

将 [a, b]划分为 n等份,即取节点

xk = a+ kh, h =
b− a
n

, k = 0, 1, 2, . . . , n.

在每个小区间 [xk, xk+1]上采用梯形公式,可得ˆ xk+1

xk

f(x) dx ≈ h

2
(f(xk) + f(xk+1)).

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

8.4 复合求积公式 · 217 ·

所以 ˆ b

a
f(x) dx =

n−1∑
k=0

ˆ xk+1

xk

f(x) dx ≈
n−1∑
k=0

h

2
(f(xk) + f(xk+1))

= h

(
f(a) + f(b)

2
+

n−1∑
k=1

f(xk)

)
.

这就是复合梯形公式 (Composite Trapezoidal rule),通常记为 Tn,即

Tn = h

(
f(a) + f(b)

2
+

n−1∑
k=1

f(xk)

)
.

设 f(x) ∈ C2[a, b],则在每个小区间 [xk, xk+1]上的余项为 −
h3

12
f ′′(ηk),所以整体余项为

Rn[f ] =

ˆ b

a
f(x) dx− Tn = −h

3

12

n−1∑
k=0

f ′′(ηk).

由于 f ′′(x)在 [a, b]上连续,且

min
a≤x≤b

f ′′(x) ≤ 1

n

n−1∑
k=0

f ′′(ηk) ≤ max
a≤x≤b

f ′′(x),

所以由介值定理可知,存在 η ∈ (a, b),使得 f ′′(η) = 1
n

∑n−1
k=0 f

′′(ηk). 故

Rn[f ] = −
nh3

12
f ′′(η) = −b− a

12
h2f ′′(η), η ∈ (a, b).

由此可知,当 n → ∞时, Rn[f ] → 0,所以复合梯形公式是收敛性的. 易知公式中的求积系数都是

正的,因此复合梯形公式是稳定的.

- 复合梯形公式看似精度不高,但如果被积函数是以 b− a为周期的周期函数,则其具有 n阶

三角多项式精度:
ˆ b

a
f(x) dx− h

n−1∑
k=0

f(a+ kh) =

−(b− a), 若m ̸= 0被 n整除,

0, 其他,

其中 f(x) = exp
(
2πimx
b− a

)
, i 表示虚部单位, h =

b− a
n

.

8.4.2 复合 Simpson公式

相类似地,我们可以得到复合 Simpson公式 (Composite Simpson’s Rule),通常记为 Sn:
ˆ b

a
f(x) dx ≈ h

6

n−1∑
k=0

(
f(xk) + 4f(xk+ 1

2
) + f(xk+1)

)
=
h

6

(
f(a) + f(b) + 2

n−1∑
k=1

f(xk) + 4

n−1∑
k=0

f(xk+ 1
2
)

)
.
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设 f(x) ∈ C4[a, b],则复合 Simpson公式的余项为

Rn[f ] =

ˆ b

a
f(x) dx− Sn = −b− a

2880
h4f (4)(η).

易知,复合 Simpson公式是收敛的,也是稳定的.

例 8.5 已知 f(x) =
sinx
x
的取值如下表, 试分别用复合梯形公式和复合 Simpson 公式计算ˆ 1

0
f(x) dx的近似值,并估计误差. (Quad_Trap_Simpson.m)

x 0 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 1

f(x) 1.0000 0.9974 0.9896 0.9767 0.9589 0.9362 0.9089 0.8772 0.8415

(板书)
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8.5 带导数的求积公式

如果知道被积函数在积分区间的两个端点处的导数值, 则可将它们用来提高求积公式的精

度.

8.5.1 带导数的梯形公式

带余项的复合梯形求积公式为ˆ b

a
f(x) dx = Tn −

h3

12

n−1∑
k=0

f ′′(ηk),

其中 ηk ∈ [xk, xk+1]. 根据定积分的定义,当 h充分小时,有

h

n−1∑
k=0

f ′′(ηk) ≈
ˆ b

a
f ′′(x) dx = f ′(b)− f ′(a).

于是,我们可以得到下面的求积公式ˆ b

a
f(x) dx ≈ Tn −

h2

12

(
f ′(b)− f ′(a)

)
.

这就是带端点导数值的复合梯形公式.

当 n = 1时, ˆ b

a
f(x) dx ≈ b− a

2

(
f(a) + f(b)

)
− (b− a)2

12

(
f ′(b)− f ′(a)

)
. (8.18)

这就是修正的梯形公式 (Corrected Trapezoidal Rule). 可以验证,求积公式 (8.18)的余项为

R[f ] =
(b− a)5

720
f (4)(η), η ∈ (a, b).

8.5.2 带导数的 Simpson公式

相类似地,我们可以给出带端点导数的复合 Simpson公式ˆ b

a
f(x) dx ≈ Sn −

h4

2880

(
f ′′′(b)− f ′′′(a)

)
.

当 n = 1时,ˆ b

a
f(x) dx ≈ b− a

6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
− h4

2880

(
f ′′′(b)− f ′′′(a)

)
. (8.19)

这就是修正的 Simpson公式 (Corrected Simpson’s Rule).

提高算法精度的一种重要手段

由上面的推导过程可知, 两类方法都是通过将余项中的部分加入到求积公式中, 从而达到进

一步降低误差的目的. 这也是提高算法精度的一种重要手段.
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8.6 Romberg求积公式

8.6.1 外推技巧

在使用复合求积公式时,由于一开始并不清楚 n该取多大. 如果 n太小的话就达不到计算精

度要求,反之,如果 n太大,则会增加额外的工作量. 因此我们可以采用动态的方法,即将区间不断

对分,直到所得到的计算结果满足指定的精度为止. 下面以梯形公式为例来说明这个递推过程.

将积分区间 n等分,可得复合求积公式

Tn =
h

2

n−1∑
i=0

(f(xi) + f(xi+1)), h =
b− a
n

.

如果再将每个小区间 [xi, xi+1]二等分,则新的复合梯形公式为

T2n =
h

4

n−1∑
i=0

(f(xi) + 2f(xi+ 1
2
) + f(xi+1)) =

1

2
Tn +

h

2

n−1∑
i=0

f

(
xi +

1

2
h

)
. (8.20)

这就是复合梯形法的递推公式.

下面我们给出具体的计算过程.

(1) 记 h(0) = b− a,计算: (梯形公式)

T (0) =
h(0)

2
(f(x0) + f(x1)), xi = a+ ih(0), i = 0, 1.

(2) 将积分区间二等分,记 h(1) = b−a
2 = 1

2h
(0),计算: (复合梯形公式)

T (1) =
h(1)

2

2−1∑
i=0

(f(xi) + f(xi+1)) =
1

2
T (0) + h(1)

20−1∑
i=0

f(x2i+1),

其中 xi = a+ ih(1), i = 0, 1, 2.

(3) 再将每个小区间二等分,记 h(2) = b−a
22

= 1
2h

(1),计算: (复合梯形公式)

T (2) =
h(2)

2

22−1∑
i=0

(f(xi) + f(xi+1)) =
1

2
T (1) + h(2)

21−1∑
i=0

f(x2i+1),

其中 xi = a+ ih(2), i = 0, 1, . . . , 22.

(4) 再将每个小区间二等分,记 h(3) = b−a
23

= 1
2h

(2),计算: (复合梯形公式)

T (3) =
h(3)

2

23−1∑
i=0

(f(xi) + f(xi+1)) =
1

2
T (2) + h(3)

22−1∑
i=0

f(x2i+1),

其中 xi = a+ ih(3), i = 0, 1, . . . , 23.

(5) 依此类推,对于 k = 4, 5, 6, . . .,记 h(k) = b−a
2k

= 1
2h

(k−1),计算: (复合梯形公式)

T (k) =
h(k)

2

2k−1∑
i=0

(f(xi) + f(xi+1)) =
1

2
T (k−1) + h(k)

2k−1−1∑
i=0

f(x2i+1),

其中 xi = a+ ih(k), i = 0, 1, . . . , 2k.
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8.6 Romberg求积公式 · 221 ·

例 8.6 用梯形法的递推公式计算定积分
ˆ 1

0

sinx
x

dx,要求计算精度满足 |T2n − Tn| < ε = 10−7.

(Quad_Trap_recursion.m)

8.6.2 Romberg算法

梯形递推公式算法简单,易于计算机实现,但收敛速度较慢. 下面我们介绍一个加速技巧,即

Romberg算法,可以大大地提升收敛速度.

易知 Tn的值与步长 h有关,为了讨论方便,我们记 Tn ≜ T (h). 由复合梯形公式余项可知

I(f) ≜
ˆ b

a
f(x) dx = T (h)− b− a

12
h2f ′′(η).

定理 8.13 设 f(x) ∈ C∞[a, b],则有

T (h) = I(f) + α1h
2 + α2h

4 + α3h
6 + · · ·

其中 αk 与 f(x)有关,但与 h无关. (感兴趣的同学可以参考相关资料)

由定理 8.13可知 T (h) − I(f) = O(h2),即复合梯形公式的误差阶为 O(h2). 由于系数 αk 与

h无关,将积分区间再次二等分后可得

T

(
h

2

)
= I(f) + α1

h2

4
+ α2

h4

16
+ α3

h6

32
+ · · · .

因此

S(h) ≜
4T
(
h
2

)
− T (h)
3

= I(f) + β1h
4 + β2h

6 + · · · . (8.21)

如果用 S(h)来近似 I(f),则误差阶提高到了 O(h4). 事实上, S(h)就是复合 Simpson公式. 上面

的这种通过线性组合提高误差阶的方法就是外推算法,或 Richardson外推,这是一个提高计算精

度的非常重要的技巧.

类似地,我们有

C(h) ≜
16S

(
h
2

)
− S(h)

15
= I(f) + γ1h

6 + γ2h
8 + · · · . (8.22)

这时,误差阶提高到了 O(h6). 事实上, C(h)就是复合 Cotes公式.

这样不断利用外推技巧,我们就可以不断提高计算精度. 这个外推过程就是 Romberg算法.

Romberg算法计算过程

Romberg算法的计算过程如下.

算法 8.1. Romberg Algorithm

1: 令 k = 0, h = b− a
2: 计算 T

(0)
0 = h

2 (f(a) + f(b))

3: 令 k = 1

4: 利用梯形法的递推公式 (8.20)计算 T
(k)
0 = T

(
h

2k

)
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5: for i = 1, 2, . . . , k do

6: 计算 T
(k−i)
i =

4iT
(k−i+1)
i−1 − T (k−i)

i−1

4i − 1
7: end for

8: 若 |T (0)
k − T (0)

k−1| < ε,则终止计算,取 T
(0)
k 为定积分近似值.

9: 令 k = k + 1,转到第 4步

Romberg算法的计算过程也可以用下面的表格来描述.

k h(k) T
(k)
0 T

(k)
1 T

(k)
2 T

(k)
3 T

(k)
4 · · ·

0 b− a T
(0)
0

1
b− a
2

T
(1)
0 T

(0)
1

2
b− a
22

T
(2)
0 T

(1)
1 T

(0)
2

3
b− a
23

T
(3)
0 T

(2)
1 T

(1)
2 T

(0)
3

4
b− a
24

T
(4)
0 T

(3)
1 T

(2)
2 T

(1)
3 T

(0)
4

...
...

...
...

...
...

...
. . .

例 8.7 用 Romberg算法计算定积分
ˆ 1

0

sinx
x

dx,要求计算精度满足 |T2n − Tn| < ε = 10−7.

(Quad_Romberg.m)
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8.7 Gauss求积公式

Gauss quadrature, one of the jewels of numerical analysis, is a beautiful and powerful idea.

— L.N. Trefethen, SIAM Review, 2008.

为什么 Gauss求积

在 Newton-Cotes 公式中, 我们选取的是等距节点, 这样做的好处就是计算方便. 但等距节点

不一定是最好的选择,事实上,我们可以更好地选取节点,使得求积公式具有更高的代数精度.

例 8.8 试确定 Ai和 xi,使得下面的求积公式具有尽可能高的代数精度,并求出该求积公式的代

数精度. ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ A0f(x0) +A1f(x1). (8.23)

(板书)

由此可见,采用不等距节点的两点求积公式 (8.23)比采用等距节点的求积公式 (即梯形公式)

具有更高的代数精度.

8.7.1 一般 Gauss求积公式

定义 8.5 设 ρ(x)是 [a, b]上的权函数,若求积公式ˆ b

a
ρ(x)f(x) dx ≈

n∑
i=0

Aif(xi), (8.24)

具有 2n+1次代数精度,则称该公式为 Gauss求积公式,节点 xi称为 Gauss点, Ai称为 Gauss系

数.

- 需要指出的是,求积公式 (8.24)的右端只包含 f(x)的函数值,与权函数无关.

求积公式 (8.24)中含有 2n+ 2的待定参数,即 Ai和 xi, i = 0, 1, 2, . . . , n. 我们可以将 f(x) =

1, x, x2, . . . , x2n+1 代入,并令求积公式 (8.24)精确成立,然后解出 Ai 和 xi. 这样就可以使得求积

公式至少具有 2n+ 1次代数精度,所以, Gauss求积公式总是存在的.

- 事实上,求积公式 (8.24)的代数精度不可能超过 2n + 1. 取 2n + 2次多项式 f(x) = (x −
x0)

2(x− x1)2 · · · (x− xn)2,则
n∑

i=0
Aif(xi) = 0,但显然

ˆ b

a
ρ(x)f(x) dx > 0,

即求积公式 (8.24)对 2n+ 2次多项式 f(x)不精确成立,所以它的代数精度小于 2n+ 2.
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定理 8.14 Gauss求积公式是具有最高代数精度的插值型求积公式.

我们所关心的是如何构造Gauss求积公式. 从例 8.8可以看出,我们可以将 f(x) = 1, x, x2, . . . ,

x2n+1 代入,并令求积公式 (8.24)精确成立,这样就能解出 Ai 和 xi. 但这时需要解一个非线性方

程组,而一般情况下,求解非线性方程组是非常困难的. 因此,当 n > 2时,这种方法是不可行的.

一个比较可行的方法是将 xi和Ai分开计算,即先通过特殊的方法求出Gauss点 xi,然后再用

待定系数法解出 Ai. 这也是目前构造 Gauss公式的通用方法. 下面我们就介绍如何计算 Gauss点.

Gauss点的计算

定理 8.15 设节点 a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b,则插值型求积公式 (8.24)是 Gauss公式的充要

条件是多项式

ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)

与所有次数不超过 n的多项式正交,即ˆ b

a
ρ(x)ωn+1(x)p(x) dx = 0, ∀ p(x) ∈ Hn.

(板书)

计算 Gauss点的一般方法

(1) 设 ωn+1(x) = xn+1 + anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0;

(2) 利用 ωn+1(x)与 p(x) = 1, x, x2, . . . , xn正交 (带权)的性质,得到 n+ 1个线性方程,解

出 ak, k = 0, 1, 2, . . . , n,这样就能确定多项式 ωn+1(x);

(3) 求出多项式 ωn+1(x)的 n+ 1个零点,这就是 Gauss点.

例 8.9 试确定 Ai和 xi,使得下面的求积公式具有尽可能高的代数精度ˆ 1

0

√
xf(x) dx ≈ A0f(x0) +A1f(x1).

(板书)

Gauss求积公式的余项

设 p2n+1(x)是 f(x)关于点 x0, x1, x2, . . . , xn的 2n+ 1次 Hermitian插值多项式,满足

p2n+1(xi) = f(xi), p′2n+1(xi) = f ′(xi), i = 0, 1, 2, . . . , n.

若 f(x) ∈ C2n+2[a, b],则可以验证,插值余项为

Rn(x) ≜ f(x)− p2n+1(x) =
f (2n+2)(ξx)

(2n+ 2)!
ω2
n+1.

由于求积公式 (8.24)具有 2n+ 1次代数精度,故ˆ b

a
ρ(x)p2n+1(x) dx =

n∑
i=0

Aip2n+1(xi).
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所以, Gauss求积公式的余项为

Rn[f ] ≜
ˆ b

a
ρ(x)f(x) dx−

n∑
i=0

Aif(xi)

=

ˆ b

a
ρ(x)f(x) dx−

n∑
i=0

Aip2n+1(xi)

=

ˆ b

a
ρ(x)

(
f(x)− p2n+1(x)

)
dx

=

ˆ b

a
ρ(x)

f (2n+2)(ξx)

(2n+ 2)!
ω2
n+1 dx.

假定 f (2n+2)(ξx)在 [a, b]上关于 x是连续的,则由积分中值定理可知,存在 η ∈ (a, b),使得

Rn[f ] =
f (2n+2)(η)

(2n+ 2)!

ˆ b

a
ρ(x)ω2

n+1 dx. (8.25)

Gauss公式的收敛性与稳定性

定理 8.16 设 f(x) ∈ C[a, b],则 Gauss求积公式是收敛的,即

lim
n→∞

n∑
i=0

Aif(xi) =

ˆ b

a
ρ(x)f(x) dx.

(证明可参见相关参考文献)

定理 8.17 Gauss求积公式中的系数 Ai全是正数,因此 Gauss求积公式是稳定的. (板书)

证明. 令 f(x) = l2k(x) =

 n∏
i=0,i ̸=k

x− xi
xk − xi

2

∈ H2n. 由于 Gauss公式具有 2n+ 1次代数精度,所

以 ˆ b

a
ρ(x)lk(x) dx =

n∑
i=0

Ailk(xi) = Ak.

上式左边显然大于 0,故 Ak > 0,所以结论成立. □

8.7.2 Gauss-Legendre公式

根据定理 8.15,如果 {pn(x)}∞n=0 是一组在 [a, b]上带权 ρ(x)正交的多项式族,则 pn+1(x)的

零点就是 Gauss点. 因此,我们可以使用已知的正交多项式,如 Legendre多项式和 Chebyshev多项

式等.

设 [a, b] = [−1, 1],权函数 ρ(x) = 1,则 Gauss点即为 Legendre多项式 Pn+1(x)的零点,此时的

Gauss公式就称为 Gauss-Legendre公式,简称 G-L公式.

下面介绍几个低次 G-L公式:

• 当 n = 0时, Pn+1(x) = x,因此 Gauss点为 x0 = 0. 将 f(x) = 1代入公式,令等式精确成
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立,即可解出 A0 = 2. 所以 G-L公式为

ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ 2f(0).

• 当 n = 1时, Pn+1(x) =
1
2(3x

2 − 1),因此 Gauss点为 x0 = −
√
3

3
, x1 =

√
3

3
. 将 f(x) = 1, x

代入公式,令等式精确成立,即可解出 A0 = 1, A1 = 1. 所以 G-L公式为

ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ f

(
−
√
3

3

)
+ f

(√
3

3

)
≈ f(−0.5774) + f(0.5774).

• 当 n = 2时,类似地,可以得到 G-L公式为

ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ 5

9
f

(
−
√
15

5

)
+

8

9
f(0) +

5

9
f

(√
15

5

)
≈ 0.5556f(−0.7746) + 0.8889f(0) + 0.5556f(0.7746).

• 当 n = 3时,可得 G-L求积公式为

ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ 90− 5

√
30

180
f

−
√

15 + 2
√
30

35

+
90 + 5

√
30

180
f

−
√

15− 2
√
30

35


+

90 + 5
√
30

180
f

√15− 2
√
30

35

+
90− 5

√
30

180
f

√15 + 2
√
30

35



当 n ≥ 4时,我们可以使用数值方法计算 Pn+1(x)的零点.

例 8.10 用三点 G-L公式 (n = 2)计算定积分
ˆ π

2

0
x2 cosx dx.

(板书)

G-L公式的余项

由于此时 ωn+1(x) = P̃n+1(x). 由余项公式 (8.25)和 Legendre多项式性质 (7.3)可知, G-L公

式的余项为

Rn[f ] =
f (2n+2)(η)

(2n+ 2)!

ˆ 1

−1
P̃ 2
n+1 dx =

22n+3[(n+ 1)!]4

(2n+ 3)[(2n+ 2)!]3
f (2n+2)(η), η ∈ (−1, 1).

这表明 G-L公式具有很高的精度,比如

R1[f ] =
1

135
f (4)(η), R2[f ] =

1

15750
f (6)(η).
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一般区间上的 Gauss-Legendre公式

当积分区间是 [a, b]时,我们可以做一个变量代换

x(t) =
b− a
2

t+
b+ a

2
,

于是可得 ˆ b

a
f(x) dx =

b− a
2

ˆ 1

−1
f(x(t)) dt =

b− a
2

ˆ 1

−1
f

(
b− a
2

t+
b+ a

2

)
dt,

然后对上式右端的定积分使用 G-L公式即可.

8.7.3 Gauss-Chebyshev公式

设 [a, b] = [−1, 1],权函数 ρ(x) =
1√

1− x2
,则 Gauss点即为 Chebyshev多项式 Tn+1(x)的零

点,此时的 Gauss公式就称为 Gauss-Chebyshev公式,简称 G-C公式.

易知 Tn+1(x)的零点为

xi = cos
2i+ 1

2(n+ 1)
π, i = 0, 1, 2, . . . , n.

利用待定系数法可以求得

Ai =
π

n+ 1
.

所以 G-C公式为

ˆ b

a

1√
1− x2

f(x) dx ≈ π

n+ 1

n∑
i=0

f

(
cos

2i+ 1

2(n+ 1)
π

)
. (8.26)

由公式 (8.25)可知, G-C公式的余项为

R[f ] =
f (2n+2)(η)

(2n+ 2)!

ˆ b

a

1√
1− x2

T̃ 2
n+1 dx =

2π

22n+2(2n+ 2)!
f (2n+2)(η), η ∈ (−1, 1).

例 8.11 用五点 G-C公式 (n = 4)计算奇异积分
ˆ 1

−1

ex√
1− x2

dx.

(板书)

8.7.4 复合 Gauss公式

Gauss公式最突出的优点就是具有最高的代数精度. 但缺点是 Gauss点比较难计算,而且当节

点增加时,需要重新计算 Gauss点. 因此我们在实际应用中,通常是将积分区间分割成若干小区间,

然后在每个小区间上使用低次的 Gauss公式,这就是复合 Gauss公式.
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8.8 Clenshaw–Curtis公式 *

Clenshaw–Curtis公式是基于Chebyshev点 (cos(kπ/n), 0 ≤ k ≤ n,即Chebyshev极值点)的插值

型积分公式,虽然只具有 n次代数精度,但计算简单快速 (可以借助 FFT),因此被认为是与 Gauss

公式在实用性方面是同等重要的. 详细介绍请参考相关资料 (留作课后自习).

All in all, it would seem that the Gauss and Clenshaw–Curtis formulas should perhaps be regarded

as equally valuable and fundamental, with the former having an edge in elegance and the latter in

simplicity.

— Trefethen, Is Gauss Quadrature Better than Clenshaw–Curtis? SIAM Review, 2008.

8.9 自适应求积方法 *

见课堂板书 (To be continued ... )
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8.10 多重积分

计算多重积分的基本思想是化为累次积分,然后逐个进行数值积分.

对于二重积分,如果积分区域 Ω为矩形区域,则¨
Ω
f(x, y) dx dy =

ˆ b

a

(ˆ d

c
f(x, y) dy

)
dx.

如果积分区域 Ω是 x型区域,则¨
Ω
f(x, y) dx dy =

ˆ b

a

(ˆ y2(x)

y1(x)
f(x, y) dy

)
dx.

如果积分区域 Ω是 y型区域,则¨
Ω
f(x, y) dx dy =

ˆ d

c

(ˆ x2(y)

x1(y)
f(x, y) dx

)
dy.

例 8.12 利用两点 Gauss公式计算二重积分
ˆ
Ω
(x2 + 2y2) dx,其中 Ω = [−1, 1]× [−1, 1].

(留作课外练习)

- 为了提高计算精度,通常也使用复合求积公式.
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8.11 数值微分

基本想法与数值积分类似,即用函数值的线性组合来近似某点的导数值.

8.11.1 插值型求导公式

设 pn(x) 是 f(x) 基于节点 x0, x1, x2, . . . , xn 的插值多项式, 则可以用 pn(x) 的导数来近似

f(x)的导数,即

f ′(x) ≈ p′n(x).

这就是插值型求导公式. 由插值余项公式可知

f ′(x)− p′n(x) =
d
dx

(
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x)

)

=
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ω′
n+1(x) + ωn+1(x)

d
dx

(
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!

)
.

这里假定 f (n+1)(ξx)关于 x可导. 由于 ξx 是关于 x的未知函数,因此右端第二项是不可求的. 但

当 x是节点时,即 x = xi,有

f ′(xi)− p′n(xi) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ω′
n+1(xi) =

f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!

n∏
k=0,k ̸=i

(xi − xk). (8.27)

- 一般情况下,我们只考虑函数在节点处的导数值. 其他点的导数可以通过插值等手段获得.

8.11.2 一阶导数的差分近似

两点公式

设节点 x0, x1,记 h = x1 − x0,则可得一次插值多项式

p1(x) =
x− x1
x0 − x1

f(x0) +
x− x0
x1 − x0

f(x1).

因此

f ′(x0) = p′1(x0) +
f ′′(ξ0)

2
(x0 − x1) =

1

h
(f(x1)− f(x0))−

h

2
f ′′(ξ0),

f ′(x1) = p′1(x1) +
f ′′(ξ1)

2
(x1 − x0) =

1

h
(f(x1)− f(x0)) +

h

2
f ′′(ξ1).

三点公式

考虑等距节点 x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h,对应的二次 Lagrange插值多项式为

p2(x) =
(x− x1)(x− x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

f(x0) +
(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

f(x1) +
(x− x0)(x− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

f(x2).

做变量代换: x = x0 + th,则可得

p2(t) =
1

2
(t− 1)(t− 2)f(x0) + t(t− 2)f(x1) +

1

2
t(t− 1)f(x2).
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于是
dp2
dt

=
1

2

(
(2t− 3)f(x0)− 4(t− 1)f(x1) + (2t− 1)f(x2)

)
.

所以
dp2
dx

=
dp2
dt

/ dx
dt

=
1

2h

(
(2t− 3)f(x0)− 4(t− 1)f(x1) + (2t− 1)f(x2)

)
.

分别令 x = x0, x1, x2,即 t = 0, 1, 2,可得

p′2(x0) =
1

2h

(
− 3f(x0) + 4f(x1)− f(x2)

)
,

p′2(x1) =
1

2h

(
f(x2)− f(x0)

)
,

p′2(x2) =
1

2h

(
f(x0)− 4f(x1) + 3f(x2)

)
.

由公式 (8.27)可知

f ′(x0) =
1

2h

(
− 3f(x0) + 4f(x1)− f(x2)

)
+
h2

3
f (3)(ξ0),

f ′(x1) =
1

2h

(
f(x2)− f(x0)

)
− h2

6
f (3)(ξ1), (8.28)

f ′(x2) =
1

2h

(
f(x0)− 4f(x1) + 3f(x2)

)
+
h2

3
f (3)(ξ2).

这就是三点求导公式,特别公式 (8.28),是常用的计算一阶导数的中心差分公式.

8.11.3 二阶导数的差分近似

计算 p2(x)关于 x的二阶导数可得

d2p2
dx2

=
1

h2
(
f(x0)− 2f(x1) + f(x2)

)
.

结合公式 (8.27)可知

f ′′(x1) =
1

h2
(
f(x0)− 2f(x1) + f(x2)

)
− h2

12
f (4)(ξ).

这就是计算二阶导数常用的中心差分公式.

- 事实上,以上计算一阶导数和二阶导数的中心差分公式都可以从 Taylor展开式得到.

8.11.4 三次样条求导

见课堂板书 (To be continued ... )

8.11.5 数值微分的外推算法

见课堂板书 (To be continued ... )
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8.12 课后练习

练习 8.1 确定下列求积公式中的待定参数,使其具有尽可能高的代数精度,并指出所构造的求积

公式的代数精度.

(1)
ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ A−1f(−1) +A0f(0) + A1f(1)

(2)
ˆ 2

−2
f(x) dx ≈ A−1f(−1) +A0f(0) + A1f(1)

(3)
ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ 1

3

(
f(−1) + 2f(x1) + 3f(x2)

)
(4)
ˆ h

0
f(x) dx ≈ h

2

(
f(0) + f(h)

)
+ ah2

(
f ′(0)− f ′(h)

)
练习 8.2 分别用复合梯形法和复合 Simpson方法计算下列定积分:

(1)
ˆ 2

0

x

4 + x2
dx, n = 8

(2)
ˆ 7

1

√
x dx, n = 4

练习 8.3 用 Simpson公式计算定积分
ˆ 2

1
e−x dx,并估计误差.

(提示: 用余项公式估计误差)

练习 8.4 推导下列求积公式的余项公式:

(1)
ˆ b

a
f(x) dx ≈ (b− a)f(a)

(2)
ˆ b

a
f(x) dx ≈ (b− a)f

(
a+ b

2

)
(提示: 用标准的三步法)

练习 8.5 设 f ′′(x) > 0, x ∈ [a, b],证明用梯形公式计算定积分 I =

ˆ b

a
f(x) dx所得结果比准确值

大,并说明其几何意义.

练习 8.6 已知 ρ(x) =
1√
x
是 [0, 2]上的权函数,试构造 Gauss求积公式

ˆ 2

0

1√
x
f(x) ≈ A0f(x0) +A1f(x1).

计算过程中保留小数点后两位数字. (提示: 采用标准方法, 即先求 Gauss 点, 然后求 Gauss

系数.)

练习 8.7 用 n = 2的 Gauss-Legendre求积公式计算定积分:ˆ 2

0
ex sin(x) dx,

计算过程中保留小数点后两位数字.

练习 8.8 试确定下面数值微分公式的截断误差表达式

f ′(x0) ≈
1

2h

(
3f(x0 + h)− f(x0)− 2f(x0 + 2h)

)
.

(提示: 利用插值多项式)
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8.12 课后练习 · 233 ·

练习 8.9 用三点公式计算 f(x)在 x = 1.2处的一阶导数和二阶导数. 函数值如下: f(1.1) = 0.227,

f(1.2) = 0.207, f(1.3) = 0.189.

练习 8.10∗给出复合两点 Gauss-Legendre求积公式的余项公式.
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设 A ∈ Rn×n 是一个非对称的稠密矩阵, 本讲主要讨论如何计算 A 的全部特征值和特征向

量. 记 A的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn. 本讲中我们总是假定

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| ≥ 0,

即 A的特征值按绝对值（模）降序排列.

本讲主要介绍以下方法:

• 非对称矩阵特征值计算方法
• 幂迭代法
• 位移策略与反迭代技巧
• QR算法与实用的 QR算法

• 对称矩阵特征值计算方法
• Jacobi迭代
• 分而治之法
• 对分法

关于特征值计算的相关参考资料

• J. H. Wilkinson, The Algebraic Eigenvalue Problem, 1965 [62]
• B. N. Parlett, The Symmetric Eigenvalue Problem, 2nd Eds., 1998 [41]
• G. W. Stewart, Matrix Algorithms, Vol II: Eigensystems, 2001 [52]
• S. Börm and C. Mehl, Numerical Methods for Eigenvalue Problems, 2012 [6]
• G. H. Golub and C. F. Van Loan, Matrix Computations, 2013 [21]

• Y. Saad, Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems, 2011 [48]
• Z. Bai, et al, Templates for the Solution of Algebraic Eigenvalue Problems: A Practical Guide, 2000 [2]
• P. Arbenz, Course: Numerical Methods for Solving Large Scale Eigenvalue Problems, 2018.

9.1 非对称特征值问题

本讲介绍一般（实）矩阵的特征值计算方法.
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9.1 非对称特征值问题 · 235 ·

9.1.1 幂迭代法

幂迭代法是计算特征值和特征向量的一种简单易用的算法. 幂迭代虽然简单,但它却建立了

计算特征值和特征向量的算法的一个基本框架.

算法 9.1. 幂迭代法 (Power Iteration)

1: Choose an initial guess x(0) with ∥x(0)∥2 = 1

2: set k = 0

3: while not convergence do

4: y(k+1) = Ax(k)

5: x(k+1) = y(k+1)/∥y(k+1)∥2 %单位化,防止溢出

6: µk+1 =
(
x(k+1), Ax(k+1)

)
%计算内积

7: k = k + 1

8: end while

下面讨论幂迭代的收敛性. 假设

(1) A ∈ Rn×n 是可对角化的, 即 A = V ΛV −1, 其中 Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Cn×n, V =

[v1, v2, . . . , vn] ∈ Cn×n,且 ∥vi∥2 = 1, i = 1, 2, . . . , n.

(2) 同时,我们还假设 |λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · · ≥ |λn|.

由于 V ∈ Cn×n非奇异,所以它的列向量组构成 Cn的一组基. 因此迭代初始向量 x(0)可表示为

x(0) = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = V [α1, α2, . . . , αn]
⊺
.

我们假定 α1 ̸= 0, 即 x(0) 不属于 span{v2, v3, . . . , vn} (由于 x(0) 是随机选取的, 从概率意义上讲,

这个假设通常是成立的). 于是我们可得

Akx(0) = (V ΛV −1)kV


α1

α2

...

αn

 = V Λk


α1

α2

...

αn

 = V


α1λ

k
1

α2λ
k
2

...

αnλ
k
n

 = α1λ
k
1V



1

α2

α1

(
λ2
λ1

)k

...
αn

α1

(
λn
λ1

)k


.

又 |λi/λ1| < 1, i = 2, 3, . . . , n,所以

lim
k→∞

(
λi
λ1

)k

= 0, i = 2, 3, . . . , n.

故当 k趋向于无穷大时,向量[
1,

α2

α1

(
λ2
λ1

)k

, . . . ,
αn

α1

(
λn
λ1

)k
]⊺
, k = 0, 1, 2, . . .

收敛到 e1 = [1, 0, . . . , 0]
⊺. 所以向量 x(k) = Akx(0)/∥Akx(0)∥2 收敛到 ±v1,即 A的对应于 (模)最

大的特征值 λ1的特征向量. 而 µk = (x(k))∗Ax(k)则收敛到 v∗1Av1 = λ1.

显然,幂迭代的收敛快慢取决于 |λ2/λ1|的大小, |λ2/λ1|越小,收敛越快.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

· 236 · 第九讲 矩阵特征值计算

通过上面的分析可知,幂迭代只能用于计算矩阵的模最大的特征值和其相应的特征向量. 如

果 A的模最大的特征值是唯一的, 则称其为主特征值. 当 |λ2/λ1|接近于 1时, 收敛速度会非常

慢. 同时,如果 A的模最大特征值是一对共轭复数,则幂迭代就可能就会失效.

- 如果需要计算其他特征值, 比如模第二大特征值 λ2, 则可以在模最大特征值 λ1 计算出来

后,采用收缩 (Deflation)技术: 构造酉矩阵 U ,使得

U∗AU =

[
λ1 A12

0 A22

]
.

然后将幂迭代作用到 A22 上,就可以求出 λ2. 以此类推,可以依次求出所有特征值 (这里假

定特征值互不相同).

位移策略

前面已经提到,幂迭代法的收敛速度取决于 |λ2/λ1|的大小. 当它的值接近于 1时,收敛速度

会非常缓慢. 因此,为了加快幂迭代法的收敛速度,我们希望 |λ2/λ1|的值越小越好.

一个简单易用的方法就是使用位移策略,即将计算 A的特征值转化为计算 A− σI 的特征值,

即对 A做一个移位. 这里 σ 是一个给定的数,称 σ 为位移 (shift). 为了使得幂迭代作用到 A − σI
时具有更快的收敛速度,我们要求 σ满足下面的两个条件:

(1) λ1 − σ是 A− σI 的模最大的特征值;

(2) max
2≤i≤n

∣∣∣∣λi − σλ1 − σ

∣∣∣∣尽可能地小.

其中第一个条件保证最后所求得的特征值是我们所要的, 第二个条件用于加快幂迭代的收敛速

度.

显然,在实际应用中, σ的取值并不是一件容易的事.

例 9.1 设 A = XΛX−1,其中 Λ为对角矩阵,分别用幂迭代法和带位移的幂迭代法计算 A的主

特征值. (Eig_Power_shift.m)

- 位移策略在特征值计算中非常重要,主要是用在反迭代法和 QR迭代法中.

9.1.2 反迭代法

如果我们将幂迭代法作用在 A−1 上,则可求出 A的模最小的特征值. 事实上,结合这种思想

和位移策略,我们就可以计算矩阵的任意一个特征值.

算法 9.2. 带位移的反迭代法 (Inverse Iteration)

1: Choose a scalar σ and an initial vector x(0) with ∥x(0)∥2 = 1

2: set k = 0

3: while not convergence do

4: y(k+1) = (A− σI)−1x(k)
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9.1 非对称特征值问题 · 237 ·

5: x(k+1) = y(k+1)/∥y(k+1)∥2
6: µk+1 = (x(k+1), Ax(k+1))

7: k = k + 1

8: end while

该算法称为反迭代法. 显然,在反迭代法中, µk 收敛到距离 σ最近的特征值,而 x(k)则收敛到

其对应的特征向量.

设距离 σ最近的特征值为 λk,则算法的收敛速度取决于

max
1≤i≤n

∣∣∣∣λk − σλi − σ

∣∣∣∣
的大小. 显然, σ约接近于 λk,其值越小,即算法收敛越快. 若 σ ≈ λk,则迭代几步就可以了.

反迭代法的另一个优点是,只要选取合适的位移 σ,就可以计算 A的任意一个特征值.

但反迭代法的缺点也很明显: 每步迭代需要解一个线性方程组 (A−σI)y(k+1) = x(k),这就需

要对 A− σI 做一次 LU分解. 另外,与幂迭代一样,反迭代法一次只能求一个特征值.

Rayleigh商迭代

在反迭代法中,有一个很重要的问题,就是位移 σ的选取.

显然,选取 σ的基本原则是使得其与所求的特征值越靠近越好. 这里需要指出的是,在每步迭

代中,位移 σ可以不一样,即在迭代过程中可以选取不同的位移 σ.

由于在反迭代法中, µk 是收敛到所求的特征值的,所以我们可以选取 µk 作为第 k 步的位移.

这时所得到的反迭代法就称为 Rayleigh商迭代 (Rayleigh Quotient Iteration),简记为 RQI.

算法 9.3. Rayleigh商迭代法 (Rayleigh Quotient Iteration, RQI)

1: Choose an initial vector x(0) with ∥x(0)∥2 = 1

2: set k = 0

3: compute σ = (x(0))∗Ax(0)

4: while not converge do

5: y(k+1) = (A− σI)−1x(k)

6: x(k+1) = y(k+1)/∥y(k+1)∥2
7: µk+1 = (x(k+1), Ax(k+1)) % Rayleigh Quotient

8: σ = µk+1

9: k = k + 1

10: end while

一般来说,如果 Rayleigh商迭代收敛到 A的一个单特征值,则至少是二次收敛的,即具有局部

二次收敛性. 如果 A是对称的,则能达到局部三次收敛.

在 Rayleigh 商迭代中, 由于每次迭代的位移是不同的, 因此每次迭代需要求解一个不同的线

性方程组,这使得运算量大大增加.
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例 9.2 设 A = XΛX−1,其中 Λ为对角矩阵,用 Rayleigh商迭代计算 A的特征值.

(Eig_Rayleigh.m)

9.1.3 QR迭代法

QR迭代法的基本思想是通过不断的正交相似变换,将 A转化为上三角形式 (或拟上三角形

式). 算法形式非常简单,描述如下:

算法 9.4. QR迭代法 (QR Iteration)

1: Set A1 = A and k = 1

2: while not convergence do

3: [Qk, Rk] = QR(Ak) %计算 Ak 的 QR分解

4: compute Ak+1 = RkQk

5: k = k + 1

6: end while

在该算法中,我们有

Ak+1 = RkQk = (Q
⊺
kQk)RkQk = Q

⊺
k(QkRk)Qk = Q

⊺
kAkQk.

由这个递推关系可得

Ak+1 = Q
⊺
kAkQk = Q

⊺
kQ

⊺
k−1Ak−1Qk−1Qk = · · · = Q

⊺
kQ

⊺
k−1 · · ·Q

⊺
1AQ1 · · ·Qk−1Qk.

记 Q̃k = Q1 · · ·Qk−1Qk,则

Ak+1 = Q̃
⊺
kAQ̃k, (9.1)

即 Ak+1与 A正交相似.

定理 9.1 (收敛性) 设 A = V ΛV −1 ∈ Rn×n, 其中 Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), 且 |λ1| > |λ2| >
· · · > |λn|. 若 V −1 的所有顺序主子矩阵都非奇异（即 V −1 存在 LU分解）,则 Ak 的对角线以

下的元素均收敛到 0.

例 9.3 QR迭代法演示. 设

A = X

9 5
3

1

X−1,

其中 X 是由MATLAB随机生成的非奇异矩阵.

在迭代过程中,对于 Ak 的下三角部分中元素,如果其绝对值小于某个阈值 tol,则直接将其

设为 0,即

a
(k)
ij = 0 if i > j and |a(k)ij | < tol .
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这里我们取 tol = 10−6 max
1≤i,j≤n

{|a(k)ij |}. (Eig_QR.m)

注记 (详情可参见相关资料)

• 为了加快 QR迭代的收敛速度,我们可以采用位移策略和反迭代思想.
• QR迭代法中需要考虑的另一个重要问题就是运算量,实际应用时需要先将 A转化为上

Hessenberg矩阵,然后构造带位移隐式 QR迭代法.
• 带位移隐式 QR迭代法是当前计算中小规模矩阵所有特征值的首选方法.
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9.2 对称特征值问题

当 A ∈ Rn×n 是对称矩阵时,我们可以充分利用 A的对称结构构造更加快速高效的算法. 目

前常用算法有: Jacobi迭代法, Rayleigh商迭代法,对称 QR迭代法,分而治之法,对分法等. 这里主

要介绍分而治之法,这是当前计算对称三对角矩阵所有特征值和特征向量的首选方法.

9.2.1 Hessenberg矩阵

为了减少运算量,我们首先需要先对A进行简化,即通过正交相似变换将其转化为上Hessen-

berg矩阵 (非对称矩阵情形)或对称三对角矩阵 (对称矩阵情形).

设 H = [hij ] ∈ Rn×n,若当 i > j + 1时,有 hij = 0,则称 H 为上Hessenberg矩阵.

定理 9.2 设 A ∈ Rn×n,则存在正交矩阵 Q ∈ Rn×n,使得 QAQ
⊺是上 Hessenberg矩阵.

下面我们以一个 5× 5的矩阵 A为例,给出基于 Householder变换的上Hessenberg化过程.

第一步: 令 Q1 = diag(I1×1,H1),其中 H1 是对应于向量 A(2 : 5, 1)的 Householder矩阵. 于是可

得

Q1A =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗

 .
由于用 Q

⊺
1 右乘 Q1A时,不会改变 Q1A第一列元素的值,故

A1 ≜ Q1AQ
⊺
1 =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗

 .

第二步: 令Q2 = diag(I2×2,H2),其中H2是对应于向量A1(3 : 5, 2)的Householder矩阵,则用Q2

左乘 A1 时,不会改变 A1 的第一列元素的值. 用 Q
⊺
2 右乘 Q2A1 时,不会改变 Q2A1 前两列

元素的值. 因此,

Q2A1 =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗

 和 A2 ≜ Q2A1Q
⊺
2 =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗

 .

第三步: 令 Q3 = diag(I3×3,H3),其中 H3是对应于向量 A2(4 : 5, 3)的 Householder矩阵,则有

Q3A2 =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

 和 A3 ≜ Q3A2Q
⊺
3 =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

 .

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

9.2 对称特征值问题 · 241 ·

这时,我们就将 A转化成一个上 Hessenberg矩阵,即 QAQ
⊺
= A3 其中 Q = Q3Q2Q1 是正

交矩阵, A3是上 Hessenberg矩阵.

- 在实际计算时,我们不需要显式地形成 Householder矩阵 Hk.

推论 9.3 设 A ∈ Rn×n对称,则存在正交矩阵 Q ∈ Rn×n,使得 QAQ
⊺是对称三对角矩阵.

9.2.2 分而治之法

分而治之法 (Divide-and-Conquer)是由 Cuppen [9]于 1981年首次提出. 该算法是目前计算大

规模对称三对角矩阵的特征值和特征向量的首选方法.

考虑不可约对称三对角矩阵

T =



a1 b1

b1
. . . . . .
. . . am−1 bm−1

bm−1 am bm

bm am+1 bm+1

bm+1
. . . . . .
. . . . . . bn−1

bn−1 an



=



a1 b1

b1
. . . . . .
. . . am−1 bm−1

bm−1 am − bm
am+1 − bm bm+1

bm+1
. . . . . .
. . . . . . bn−1

bn−1 an



+



bm bm

bm bm



=

[
T1 0

0 T2

]
+ bmvv

⊺
,

其中 v = [0, . . . , 0, 1, 1, 0, . . . , 0]
⊺. 假定 T1和 T2的特征值分解已经计算出来了,即 T1 = Q1Λ1Q

⊺
1 ,

T2 = Q2Λ2Q
⊺
2 ,下面考虑 T 的特征值分解.

首先介绍一个引理.

引理 9.4 设 x, y ∈ Rn,则 det(I + xy
⊺
) = 1 + y

⊺
x .

(留作练习)
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我们首先考虑 T 的特征值与 T1和 T2的特征值之间的关系.

T =

[
T1 0

0 T2

]
+ bmvv

⊺

=

[
Q1Λ1Q

⊺
1 0

0 Q2Λ2Q
⊺
2

]
+ bmvv

⊺

=

[
Q1 0

0 Q2

]([
Λ1 0

0 Λ2

]
+ bmuu

⊺
)[

Q1 0

0 Q2

]⊺
,

其中

u =

[
Q1 0

0 Q2

]⊺
v =

[
Q
⊺
1 的最后一列

Q
⊺
2 的第一列

]
.

令 α = bm, D = diag(Λ1,Λ2) = diag(d1, d2, . . . , dn),并假定 d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn. 则 T 的特征值与

D + αuu
⊺的特征值相同.

下面计算 D + αuu
⊺的特征值. 设 λ是 D + αuu

⊺的一个特征值,若 D − λI 非奇异,则

det(D + αuu
⊺ − λI) = det(D − λI) · det(I + α(D − λI)−1uu

⊺
).

故 det(I + α(D − λI)−1uu
⊺
) = 0. 又由引理 9.4可知

det(I + α(D − λI)−1uu
⊺
) = 1 + αu

⊺
(D − λI)−1u = 1 + α

n∑
i=1

u2i
di − λ

≜ f(λ).

故求 A的特征值等价于求特征方程 (secular equation) f(λ) = 0的根. 由于

f ′(λ) = α
n∑

i=1

u2i
(di − λ)2

,

当所有的 di都互不相同,且所有的 ui都不为零时, f(λ)在 λ ̸= di处都是严格单调的 (见下图).

−1 0 1 2 3 4 5 6
−6

−4

−2

0

2

4

6

图 9.1. f(λ) = 1 + 0.5
(

1
4−λ + 1

3−λ + 1
2−λ + 1

1−λ

)
的图像

所以 f(λ)在每个区间 (di+1, di)内都有一个根,共 n − 1个,另一个根在 (d1,∞) (若 α > 0)

或 (−∞, dn) (若 α < 0)中. 由于 f(λ)在每个区间 (di+1, di)内光滑且严格单调递增 (α > 0)或递
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减 (α < 0),所以在实际计算中,可以使用对分法,牛顿型方法,或有理逼近等算法来求解. 通常都

能很快收敛,一般只需迭代几步即可. 因此,计算一个特征值的运算量约为 O(n),计算 D + αuu
⊺

的所有特征值的运算量约为 O(n2).

当所有特征值计算出来后,我们可以利用下面的引理来计算特征向量.

引理 9.5 设 D ∈ Rn×n 为对角矩阵, u ∈ Rn, α ∈ R, 若 λ 是 D + αuu
⊺ 的特征值, 且 λ ̸= di,

i = 1, 2, . . . , n,则 (D − λI)−1u是其对应的特征向量. (板书)

证明. 由引理 9.4可知

0 = det(D + αuu
⊺ − λI) = det(D − λI) · det

(
I + α(D − λI)−1uu

⊺)
= det(D − λI) ·

(
1 + αu

⊺
(D − λI)−1u

)
,

故 1 + αu
⊺
(D − λI)−1u = 0,即 αu

⊺
(D − λI)−1u = −1. 直接计算可得

(D + αuu
⊺
)
(
(D − λI)−1u

)
= (D − λI + λI + αuu

⊺
)(D − λI)−1u

= u+ λ(D − λI)−1u+
(
αu

⊺
(D − λI)−1u

)
u

= u+ λ(D − λI)−1u− u

= λ(D − λI)−1u,

即引理结论成立. □

算法 9.5. 计算对称三对角矩阵的特征值和特征向量的分而治之法 (函数形式)

1: function [Q, Λ] = dc_eig(T ) % T = QΛQ
⊺

2: if T is of 1× 1 then

3: Q = 1, Λ = T

4: return

5: end if

6: form T =

[
T1 0

0 T2

]
+ bmvv

⊺

7: [Q1, Λ1] = dc_eig(T1)

8: [Q2, Λ2] = dc_eig(T2)

9: form D + αuu
⊺ from Λ1, Λ2, Q1, Q2

10: compute the eigenvalues Λ and eigenvectors Q̂ of D + αuu
⊺

11: compute the eigenvectors of T with Q =

[
Q1 0

0 Q2

]
· Q̂

12: end

注记

在实际使用时, 分而治之法涉及非线性方程的求解和特征向量的稳定计算方法, 以及如果运

用收缩现象大幅减少运算量等问题,因此直到 1995年才出现稳定高效的实现方式 [25].
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9.3 应用

9.3.1 多项式求根

考虑 n次多项式

pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0. (9.2)

这里假定 ai 都是实数,且 an ̸= 0. 由代数学基本定理可知, pn(x)在复数域中有且仅有 n的零点

(其中重根按重数计).

当 n = 1时,可直接求解. 当 n = 2时,可以通过求根公式求解. 当 n = 3时,也存在相应的求

根公式,但不那么直观,需要一定的构造技巧才能导出. 当 n = 4时,可以从三次方程求根公式中

导出相应的求根公式.

而当 n ≥ 5时, Abel证明了不存在求根公式,这意味着只能用数值方法 (迭代法)求解. 从理论

上讲,任何求解非线性方程的迭代法都可以用来计算多项式的零点,如著名的 Newton法. 计算出

一个零点后,通过收缩技术,将原问题转化为 n − 1多项式零点问题,然后继续用迭代法求解. 如

此不断重复,直到求出所有的零点. 但由于舍入误差等原因,对于高次多项式,随着计算过程的推

进,计算误差会越来越大,最后的计算结果往往无法令人满意.

在MATLAB中,命令 roots可以计算出多项式的所有零点,其使用的方法就是计算矩阵特征

值的 QR迭代法.

首先将多项式 (9.2)转化为首项系数为 1的多项式,记为

qn(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1x+ c0.

多项式 qn(x)可以看作是某个 n阶矩阵的特征值多项式,如:

A =


0 −c0
1 0 −c1

. . . . . .
...

1 −cn−1

 . (9.3)

我们称矩阵 A为 qn(x)的友矩阵. 这样,计算多项式 qn(x)的零点问题就转化为计算 A的特征值

问题.

由于 A已经是上Hessenberg矩阵,因此隐式 QR迭代法的第一步 (上Hessenberg化)就不用做

了. 虽然 A上三角部分大多是零,而且分布也很有规律,但无论是单位移 QR迭代还是双位移 QR

迭代,经过一步迭代后,这些零元素都会消失,因此总运算量仍然是 O(n3).

于是,如何利用 A的特殊结构,降低 QR方法的运算量和存储量,一直是颇受关注的问题. 最

近,陆续有学者 [1, 3, 8, 57]提出了快速 QR方法,将运算量降为 O(n2),存储量也降为 O(n). 主要
思想是将 A写成一个酉矩阵与秩一矩阵之差:

A =


0 1

1 0 0
. . . . . .

...

1 0

−

c0 + 1

c1
...

cn−1

 [0, 0, . . . , 1] ≜ U − xy⊺.
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易知,经过一次 QR迭代后,仍可以写成一个酉矩阵与秩一矩阵之差. 基于这种观察,就可以设计

出快速的 QR迭代法,详细过程可参见 [1, 3, 8, 57]或 [77].

9.3.2 Goolge网页排名: PageRank

见课堂板书 (To be continued ... )
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9.4 课后练习

练习 9.1 设 J =


λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ

 ∈ Cm×m,计算其特征值 λ对应的特征向量和左特征向量.

练习 9.2 设 A ∈ Cn×n. 证明:

(1)若 A是上三角矩阵,且 A∗A = AA∗,则 A必定是对角矩阵;

(2) A是正规矩阵的充要条件是 A酉相似于一个对角矩阵;

(3)设 λ1, λ2, . . . , λn是 A的特征值,则 A是正规矩阵的充要条件是
n∑

i=1

|λi|2 = ∥A∥2F .

练习 9.3 设 λ1, λ2 ∈ C是 A ∈ Cn×n的两个互不相同的特征值, x ∈ Cn是 λ1的特征向量, y ∈ Cn

是 λ2的左特征向量. 证明: y∗x = 0.

练习 9.4 设 A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×m,证明: AB 与 BA具有相同的非零特征值.

练习 9.5 设

A =


A11 A12 · · · A1k

A22 · · · A2k

. . .
...

Akk

 ,

其中 Aii都是方阵. 证明: A的特征值即为对角块 A11, A22, . . . , Akk 的特征值的并.

练习 9.6 设 H = [hij ] ∈ Rn×n 是上 Hessenberg矩阵, 其 QR分解为 H = QR, 其中 R = [rij ] ∈
Rn×n是上三角矩阵且对角线元素均非负. 证明:

rkk ≥ |hk+1,k|, k = 1, 2, . . . , n− 1.

因此, (1)若H 不可约,则 rkk > 0, k = 1, 2, . . . , n− 1; (2)若H 不可约且奇异,则 rnn = 0.

练习 9.7 (定理 ?? )证明: 设 A ∈ Rn×n 是非奇异上 Hessenberg矩阵且下次对角线元素均非零,即

ai+1,i ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n − 1. 设其 QR分解为 A = QR,则 Ã ≜ RQ的下次对角线元素也

都非零.

练习 9.8 用 Householder变换,将矩阵 A化为上 Hessenberg型,其中

A =


1 1 1 1

2 −1 −1 3

2 −4 7 3

1 4 −3 6

 .
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练习 9.9 证明矩阵

A =



0 0 · · · 0 −c0
1 0 · · · 0 −c1

0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0 −cn−2

0 0 · · · 1 −cn−1


的特征多项式是

p(λ) = λn + cn−1λ
n−1 + · · ·+ c1λ+ c0.

练习 9.10 (收缩 Deflation)技巧. 设 A ∈ Rn×n.

(1) 已知 A的一对实特征值和实特征向量为 (λ, x). 试构造正交矩阵 Q,使得

Q
⊺
AQ =

[
λ1 A12

0 A22

]
, 其中 A22 ∈ R(n−1)×(n−1).

(2) 已知 A的一对复共轭特征值 λ和 λ̄,以及相应的复特征向量 x和 x̄. 试构造正交矩阵

Q,使得

Q
⊺
AQ =

[
B A12

0 A22

]
, 其中 B ∈ R2×2, A22 ∈ R(n−2)×(n−2).

练习 9.11 设 x, y ∈ Rn,试证明: det(I + xy
⊺
) = 1 + y

⊺
x. (注: 在复数域也成立)

练习 9.12 设 A = D + uu
⊺, 其中 D = diag(d1, d2, . . . , dn) 满足 d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn, u =

[u1, u2, . . . , un]
⊺.

(1)证明: di是 A的特征值的充要条件是 di = di+1或 di = di−1或 ui = 0;

(2)若 ui = 0,则 ei是与 di对应的特征向量;

(3) 若 di−1 > di = di+1 > di+2 且 ui ̸= 0, 证明: 对应于 λ = di 的特征向量 x 满足

xiui + xi+1ui+1 = 0.

思考: 如果 di−1 > di = di+1 = di+2 > di+3,则结论如何?

练习 9.13 设 D = diag(d1, d2, . . . , dn). 若矩阵 D + αuu
⊺ 和 D + ûû

⊺ 具有相同的特征值, 记为

λ1, λ2, . . . , λn,且满足交错性质 λ1 > d1 > λ2 > d2 > · · · > λn > dn,则它们具有相同的特

征向量.

思考: 如果没有交错性质,则结论如何?

练习 9.14 设 A ∈ Cn×n是 skew-Hermitian矩阵,即 A∗ = −A. 证明:

(1) A的非零特征值是纯虚数;

(2) I +A非奇异;

(3)矩阵 (I +A)−1(I −A)是酉矩阵. (该矩阵称为 A的 Cayley变换)

练习 9.15 设 B ∈ Rm×n,m ≥ n且 ∥B∥2 < 1. 若 A =

[
I B

B
⊺

I

]
,证明:

κ2(A) =
1 + ∥B∥2
1− ∥B∥2

.
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练习 9.16 设 B是二对角矩阵,其定义见 (??). 试证明: 存在正交矩阵 Q1和 Q2,使得 Q
⊺
1BQ2的元

素都非负.

练习 9.17∗(1)设 x ∈ Rn是一个正向量,即 xi > 0. 证明: 由 x定义的 Cauchy矩阵 A

aij =
1

xi + xj

是对称半正定的. 进一步,若 xi互不相等,则 A对称正定. (参见 [79])

(2)证明: Hilbert矩阵是对称正定的.

练习 9.18∗设 x, y ∈ Rn,若 y
⊺
x只有零特征值,证明: xy⊺也只有零特征值.

设 X,Y ∈ Rn×2,若 Y
⊺
X 只有零特征值,则 XY

⊺是否也只有零特征值?

实践题

练习 9.19 编写MATLAB函数,实现矩阵的上 Hessenberg化,即算法 ??.

function [H,Q] = Hess(A)

练习 9.20 编写计算上 Hessenberg矩阵 H 的带 Francis位移的隐式 QR方法,并上机实现.

function D = Eig_QR_Hess(H)

练习 9.21 编写计算友矩阵 (9.3)的带 Francis位移的快速 QR方法,并上机实现.

function D = Eig_QR_Companion(H)

练习 9.22 编写程序,实现对称矩阵 A ∈ Rn×n的三对角化.

function [T,Q] = Tridiag(A)
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题

微分方程 (包括常微分方程和偏微分方程)主要用来描述宏观和微观世界的基本运动规律,在

物理、化学、生物、经济等多个领域发挥着广泛的作用.

本讲主要介绍常微分方程初值问题
dy
dx

= f(x, y), x ∈ [a, b], (10.1a)

y(a) = y0, (10.1b)

的数值求解方法,即计算 y(x)在 x = b点的近似值 (或者 y(x)在 [a, b]内任意一点上的近似值).

为了确保解的存在唯一,我们假定 f(x, y)关于 y 满足 Lipschitz条件,即存在实数 L > 0,使

得

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|. (10.2)

这里 L称为 Lipschitz常数.

定理 10.1 (解的存在唯一性, Picard-Lindelof定理) 设 f(x, y)在区域 D ≜ {(x, y) |x ∈ [a, b], y ∈
R}上连续,而且关于 y满足 Lipschitz条件,则初值问题 (10.1)存在唯一的连续可微解.

我们这里主要讨论在解存在唯一的前提下如何通过数值方法进行求解.

关于常微分方程数值解的相关文献

[1] E. Hairer, S. P. Nørsett and G. Wanner, Solving Ordinary Differential Equations I: Nonstiff Prob-

lems, 2nd, 2009 [27]

[2] E. Hairer and G. Wanner, olving Ordinary Differential Equations II: Stiff and Differential-Algebraic

Problems, 2nd, 1996 [26]

[3] J. C. Butcher, Numerical Methods for Ordinary Differential Equations, 3rd, 2016 [7]

[4] C. Gear, Numerical Initial Value Problems in Ordinary Differential Equations, 1971 [17]

[5] D. F. Griffiths and D. J. Higham, Numerical Methods for Ordinary Differential Equations: Initial

Value Problems, 2010 [18]
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10.1 单步法

对初值问题 (10.1a)的两边求定积分可得ˆ b

a

dy
dx

dx =

ˆ b

a
f(x, y) dx,

即

y(b)− y(a) =
ˆ b

a
f(x, y) dx.

于是可得

y(b) = y(a) +

ˆ b

a
f(x, y) dx.

对右端的定积分进行数值计算,就可得到求解初值问题的数值方法. 不同的数值积分方法将导出

不同的初值问题求解方法.

10.1.1 Euler法

Euler公式

用左点矩形公式近似
ˆ b

a
f(x, y) dx,则可得

y(b) ≈ y(a) + (b− a)f(a, y(a)) = y(a) + (b− a)f(a, y0) . (10.3)

这就是 Euler公式.

Euler公式的几何意义

Euler 公式的基本思想也是 “以直代曲”, 即用 “过初值点 (a, y0), 以 f(a, y0) 为斜率的直线

L1(x)”来近似曲线 y(x),然后用 L1(b)来近似 y(b).
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Euler法

显然,在整个区间上用 Euler公式来计算 y(b)的近似值的话,误差较大. 于是我们很自然地想

到将求解区间分割成若干小区间,然后在每个小区间上使用 Euler公式.

将 [a, b]分割成 n个小区间,即

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

在每个小区间 [xi, xi+1]上使用 Euler公式可得

y(x1) ≈ y0 + (x1 − x0)f(x0, y0) ≜ y1,

y(x2) ≈ y1 + (x2 − x1)f(x1, y1) ≜ y2,

...

y(xn) ≈ yn−1 + (xn − xn−1)f(xn−1, yn−1) ≜ yn.

记 hk = xk+1 − xk,则上式可写成一般形式:

yk+1 = yk + hkf(xk, yk), k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 . (10.4)

这就是 Euler方法,也称为 Euler折线法,其中 hk 称为步长.

- 为了方便计算, 我们通常对求解区间进行等分, 即每个小区间长度 hk 都相等, 此时我们就

称该方法为等步长方法.

例 10.1 用等步长 Euler法求解初值问题 (ODE_Euler_01.m)
dy
dx

= f(x, y) = 3x2 − 8x+ 5, x ∈ [0.5, 2.5],

y(a) = y0 = 0.625,

下图是以 n = 10为例的结果. 可见,计算效果比在整个区间上直接使用 Euler公式要好很多.
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10.1.2 梯形法

为了进一步提高计算精度,在近似定积分时,可以用梯形公式替代左矩形公式,即

y(xk+1) = y(xk) +

ˆ xk+1

xk

f(x, y) dx

≈ y(xk) +
xk+1 − xk

2

[
f(xk, y(xk)) + f(xk+1, y(xk+1))

]
,

于是可得梯形法:

yk+1 = yk +
hk
2

[
f(xk, yk) + f(xk+1, yk+1)

]
. (10.5)

- 由于梯形公式 (10.5)的右端项 f(xk+1, yk+1)含有 yk+1,因此每次计算 yk+1 时需要求解一

个方程,而且往往是非线性的,这很可能会给求解带来很大的困难.

显式方法与隐式方法

如果每个迭代步不需要解方程, 则称为显式方法, 反之, 如果每个迭代步需要解方程, 则称

为隐式方法. Euler法是显式的,而梯形法是隐式的.

10.1.3 改进的 Euler法

为了避免解方程, 每次使用梯形公式进行数值求解时, 可以先用 Euler 法得到一个近似的

yk+1,然后再代入梯形公式的右端,即 ỹk+1 = yk + (xk+1 − xk)f(xk, yk),

yk+1 = yk +
xk+1 − xk

2

[
f(xk, yk) + f(xk+1, ỹk+1)

]
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

这样就不用解方程,相应的方法称为改进的 Euler法.

预估与校正

改进的 Euler法中的第一步称为预估 (Predictor),第二步称为校正 (corrector). 预估-校正是常微

分方程数值求解的重要手段之一.

改进的 Euler方法也通常写为

yk+1 = yk +
1

2
hk (K1 +K2) , hk = xk+1 − xk,

K1 = f(xk, yk), K2 = f(xk + hk, yk + hkK1).

(10.6)

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

10.1 单步法 · 253 ·

例 10.2 用 Euler法和改进的 Euler法求解初值问题 (ODE_Euler_02.m)
dy
dx

= f(x, y) = y − 12x

y
, x ∈ [0, 1],

y(0) = y0 = 2.

下图是以 n = 10为例的结果.

θ-方法

更一般地,我们可以构造如下的 θ-方法:

yk+1 = yk + hk
[
θf(xk, yk) + (1− θ)f(xk+1, yk+1)

]
,

其中 θ ∈ R是加权系数.

• 若 θ = 1,则是 Euler法;
• 若 θ = 1/2,则是梯形法;
• 若 θ = 0,则是向后 Euler法.

当 θ ̸= 1时,算法都是隐式的.

10.1.4 单步法误差分析和收敛性

在计算 yk+1 时,如果只需用到 yk 的值 (即前一步的值),则称为单步法,如果需用到 yk, yk−1,

. . . , yk−r+1的值 (即需要用到前 r ≥ 2步的值),则称为多步法.

例 10.3 Euler法,梯形法,改进的 Euler法都属于单步法.

求解初值问题 (10.1)的等步长单步法的一般形式可写为

yk+1 = yk + hΦ(xk, yk, yk+1, h) , (10.7)

这里的 Φ称为增量函数. 如果 Φ中包含 yk+1,则方法是隐式 (implicit)的,否则就是显式 (explicit)
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的. 所以显式等步长单步法可表示为

yk+1 = yk + hΦ(xk, yk, h) , (10.8)

定义 10.1 设 y(x)是初值问题 (10.1)的精确解,则称

Rk+1 ≜ y(xk+1)− y(xk)− hΦ(xk, y(xk), h)

为显示单步法 (10.8)的局部截断误差.

- 注意 yk 与 y(xk)的区别和两者之间的关系.

- 定义中假定 (xk, yk)是精确的,然后迭代一步后得到的数值解的误差,所以称为是局部的.

例 10.4 计算等步长 Euler法和梯形法的局部截断误差.

解. 利用 Taylor展开,可得等步长 Euler法的局部截断误差为

Rk+1 =
h2

2
y(2)(xk) +O(h3).

等步长梯形法的局部截断误差为

Rk+1 = −
h3

12
y(3)(xk) +O(h4).

□

相容性与阶

定义 10.2 (等步长显式单步法的相容性) 若增量函数 Φ(x, y, h)在 h = 0处连续且满足

Φ(x, y, 0) = f(x, y),

则称显式单步法 (10.8)是相容的 (consisten).

对于显式单步法 (10.8),当 h→ 0时我们有
yk+1 − yk

h
= Φ(xk, yk, h)→ Φ(xk, yk, 0).

又

lim
h→0

y(xk+1)− y(xk)
h

= y′(xk) = f(xk, yk).

所以要使得数值解收敛到精确解, Φ(xk, yk, 0)必须等于 f(xk, yk),即算法必须是相容的.

定义 10.3 (等步长显式单步法的阶) 设 p是使得下列等式成立的最大正整数

Rk+1 = O(hp+1),

则称显式单步法 (10.8)是 p阶的.
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例 10.5 等步长 Euler法是 1阶的,等步长梯形法是 2阶的.

定理 10.2 等步长显式单步法 (10.8)相容的充要条件是阶数 p ≥ 1.

收敛性

定义 10.4 (收敛性) 设 y(x)是初值问题 (10.1)的精确解, yk 是 xk 处的数值解,如果对所有 k =

1, 2, . . . , n都有

lim
h→0
|yk − y(xk)| = 0,

则称算法是收敛的.

- 这里 yk − y(xk)称为整体截断误差,注意与前面的局部截断误差之间的区别.

- 如果不是等步长方法,则极限中的 h是指所有小区间长度的最大值.

定理 10.3 设显式单步法 (10.8)是 p阶的,且增量函数 Φ关于 y满足 Lipschitz条件,并假定初值

是精确的,即 y0 = y(x0),则算法的整体截断误差满足

yk − y(xk) = O(hp),

即算法收敛且收敛阶是 p.

定理 10.4 如果增量函数 Φ(x, y, h)关于 x, y, h均满足 Lipschitz条件,则等步长显式单步法的收

敛性与相容性等价.

推论 10.5 设 f(x, y)关于 y满足 Lipschitz条件,则

(1) Euler法收敛;

(2) 改进的 Euler法收敛.
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10.2 Runge-Kutta法

在单步法中,我们需要近似计算

y(xk+1) = y(xk) +

ˆ xk+1

xk

f(x, y) dx , (10.9)

易知算法的精度取决于数值积分的精度.

为了得到更高精度的算法,我们可以考虑使用下面具有更高代数精度的求积公式:

ˆ xk+1

xk

f(x, y) dx ≈ hk
r∑

i=1

αif
(
xk + λihk, y(xk + λihk)

)
, (10.10)

其中 αi为求积系数,

hk = xk+1 − xk, 0 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λr ≤ 1,

即在 [xk, xk+1]内取 r个节点做数值积分.

- 为了利用初值信息,在后面的讨论中我们都要求 λ1 = 0,即第一个节点为 (xk, yk).

- 一般来说,积分点越多,精度可能越高（但不宜太多,否则计算复杂）.

- 由于 y(xk + λihk)无法获得,因此需要用近似方法计算,以避免解方程.

Runge-Kutta法的构造

利用改进的 Euler法相类似的思想,我们给出一类实用求解格式的构造方法:

(1) 首先取 λ1 = 0,则 (10.10)右端第一项就是 f(xk, yk),将其记作为K1,即

K1 ≜ f(xk, yk) .

(2) 考虑第二项 f
(
xk +λ2hk, y(xk +λ2hk)

)
,需要先计算 y(xk +λ2hk)的近似值,我们可以在区

间 [xk, xk + λ2hk]进行数值积分 (为了避免解方程,我们还是使用左矩形法),于是可得

y(xk + λ2hk) = y(xk) +

ˆ xk+λ2hk

xk

f(x, y) dx ≈ yk + µ21hkf(xk, yk) = yk + µ21hkK1,

其中 µ21为某个常数 (事实上就是 λ2). 所以

f
(
xk + λ2hk, y(xk + λ2hk)

)
≈ f

(
xk + λ2hk, yk + µ21hkK1

)
≜ K2 ,

即K2可以作为 f
(
xk + λ2hk, y(xk + λ2hk)

)
的近似值.

(3) 类似地,第三项需要先计算 y(xk + λ3hk)的近似值,我们用复合左矩形法,即

y(xk + λ3hk) = y(xk) +

ˆ xk+λ3hk

xk

f(x, y) dx

= y(xk) +

ˆ xk+λ2hk

xk

f(x, y) dx+

ˆ xk+λ3hk

xk+λ2hk

f(x, y) dx

≈ yk + µ31hkK1 + µ32hkK2,
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其中 µ31和 µ32为常数 (具体表达式后面再给出). 于是

f
(
xk + λ3hk, y(xk + λ3hk)

)
≈ f

(
xk + λ3hk, yk + µ31hkK1 + µ32hkK2

)
≜ K3 ,

即K3可以作为 f
(
xk + λ3hk, y(xk + λ3hk)

)
的近似值.

(4) 依此类推,我们可以求得 f
(
xk + λihk, y(xk + λihk)

)
的近似值:

Ki ≜ f
(
xk + λihk, yk + hk

i−1∑
j=1

µijKj

)
, i = 4, 5, . . . , r.

最后,将Ki代入公式 (10.10)可得

y(xk+1) ≈ yk+1 = yk + hk

r∑
i=1

αif

xk + λihk, yk + hk

i−1∑
j=1

µijKj

 ,

这就是 Runge-Kutta法的一般格式. 整理后改写为

yk+1 = yk + hk

r∑
i=1

αiKi , k = 0, 1, 2, . . . , n− 1, (10.11)

其中

K1 = f(xk, yk), Ki = f
(
xk + λihk, yk + hk

i−1∑
j=1

µijKj

)
.

- 虽然在上面的推导过程中可以直接计算出 µij 的值,但这样构造出来的方法不一定具有最

高精度. 因此我们可以将该方法进行推广,通过待定系数法来这些参数 (包括 µij 和 αi)的

值,以使得新计算方法具有更高的计算精度.

- Runge-Kutta法是一类算法,而不仅仅是一个算法.

Runge-Kutta法的几何意义

由积分中值定理可知,存在 ξ ∈ (xk, xk+1)使得

y(xk+1) = y(xk) +

ˆ xk+1

xk

f(x, y) dx = y(xk) + hkf
(
ξ, y(ξ)

)
.

所以 Runge-Kutta法 (10.11)就是用
∑r

i=1 αiKi来近似 f
(
ξ, y(ξ)

)
.

如何确定 Runge-Kutta法中的参数

• 首先确定 r的大小和 λi,即数值积分的节点.
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• 用待定系数法计算参数 αi和 µij ,选取准则: 使得计算格式具有尽可能高的精度.
• 需要用到的工具: Taylor展开.

- 为了讨论方便,我们这里只考虑等步长的 Runge-Kutta法,即 hk = h. 关于变步长的 Runge-

Kutta法,可以参考相关文献.

r = 1时的 Runge-Kutta法

如果 r = 1,即只取一个点,也就是 λ1 = 0,相应的 Runge-Kutta格式为

yk+1 = yk + α1hK1 = yk + α1hf(xk, yk).

利用 Taylor展开,可得局部截断误差为

Rk+1 = y(xk+1)− y(xk)− α1hf(xk, y(xk))

= y′(xk)h+
1

2
y′′(xk)h

2 +O(h3)− α1hy
′(xk)

= (1− α1)y
′(xk)h+

1

2
y′′(xk)h

2 +O(h3).

显然当 α1 = 1时,达到最高阶 = 1.

- 事实上,此时的 Runge-Kutta法就是 Euler法.

r = 2时的 Runge-Kutta法

如果 r = 2,则相应的 Runge-Kutta格式为

yk+1 = yk + h(α1hK1 + α2hK2), K1 = f(xk, yk), K2 = f
(
xk + λ2h, yk + µ21hK1

)
.

类似地,利用 Taylor展开,可得局部截断误差为

Rk+1 = (1− α1 − α2)y
′(xk)h

+

(
1

2
− α2λ2

)
f ′x(xk, y(xk))h

2

+

(
1

2
− α2µ21

)
f ′y(xk, y(xk))f(xk, y(xk))h

2 +O(h3).

令

(1− α1 − α2) = 0,
1

2
− α2λ2 = 0,

1

2
− α2µ21 = 0, (10.12)

则可得到二阶的 Runge-Kutta法.

- 需要注意的是, 方程组 (10.12)是非线性的, 因此要考虑解的存在性和唯一性. 通过分析可

知,非线性方程组 (10.12)的解是存在的,但不唯一.

记 α2 = a,则可求得

α1 = 1− a, λ2 =
1

2a
, µ21 =

1

2a
.

下面给出两个典型的迭代格式:
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(1) 取 a =
1

2
,则可得迭代格式

yk+1 = yk +
1

2
h(K1 +K2), K1 = f(xk, yk), K2 = f

(
xk + h, yk + hK1

)
.

这其实就是改进的 Euler法.

(2) 取 a = 1,则可得迭代格式

yk+1 = yk + hK2, K1 = f(xk, yk), K2 = f

(
xk +

1

2
h, yk +

1

2
hK1

)
.

称为中点公式 Euler法 (除了左端点外,另一个数值积分节点为中点).

K 思考：能否得到更高阶的迭代格式?

(r = 2时,显式 Runge-Kutta法的阶至多只能达到二阶)

r = 3时的 Runge-Kutta法

如果 r = 3,通过类似的讨论,经过复杂的计算,我们可以得到三阶 Runge-Kutta法,其中一个

常用迭代格式为

yk+1 = yk +
h

6

(
K1 + 4K2 +K3

)
,

K1 = f(xk, yk), K2 = f

(
xk +

1

2
h, yk +

1

2
hK1

)
, K3 = f (xk + h, yk − hK1 + 2hK2) .

r = 4时的 Runge-Kutta法

如果 r = 4,通过类似的讨论,我们可以得到四阶 Runge-Kutta法,其中一个典型代表是

yk+1 = yk +
h

6

(
K1 + 2K2 + 2K3 +K4

)
,

K1 = f(xk, yk),

K2 = f

(
xk +

1

2
h, yk +

1

2
hK1

)
,

K3 = f

(
xk +

1

2
h, yk +

1

2
hK2

)
,

K4 = f (xk + h, yk + hK3) .

(10.13)

这就是有名的经典 Runge-Kutta法,是当前比较流行的 Runge-Kutta法,形式简单且具有较高的收

敛速度.

定理 10.6 设 f(x, y)关于 y满足 Lipschitz条件, Runge-Kutta法 (10.13)收敛且具有 4阶收敛阶.
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- MATLAB中提供了初值问题求解器 ode45,采用的是变步长的 Runge-Kutta方法,属于中阶

方法,也是求解初值问题的首选方法. 另外还有低阶方法 ode23和变阶方法 ode113.

例 10.6 用经典 Runge-Kutta法求解初值问题 (ODE_RK4.m)
dy
dx

= f(x, y) = y − 12x
y , x ∈ [0, 1],

y(0) = y0 = 2.

下图是以 n = 5为例的结果. 用经典 Runge-Kutta法计算出来的数值解几乎与精确解一致.
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10.3 单步法的稳定性

稳定性是微分方程 (包括 ODE和 PDE)数值求解的一个重要概念.

问题的稳定性

首先考虑初值问题 (10.1)本身的稳定性,即问题的解对初值的敏感性. 我们知道,不同的初值

所对应的解是不一样的,如果初值带有一定的误差或扰动,则不可避免地会引起解的偏差.

定义 10.5 对于初值问题 (10.1),假定解在 [a,∞]内存在唯一. 考虑由于初值 y0的扰动而使得解

y(x)产生偏差,如果 x → ∞时 y(x)的偏差能控制在某个有界范围内,则称初值问题是稳定的,

否则就是不稳定的. 特别地, 如果 x → ∞ 时, y(x) 的偏差收敛到 0, 则称该初值问题是渐进稳

定的 (asympotically stable).

例 10.7 讨论下面的初值问题的稳定性:
dy
dx

= f(x, y) = λy, x ∈ [a,∞],

y(a) = y0,

解. 易知初值问题的解为 y(x) = y0e
λ(x−a). 设 ỹ0 是 y0 的近似值,误差为 ∆y0 = ỹ0 − y0. 则以

ỹ0为初值的解为 ỹ(x) = ỹ0e
λ(x−a),所以解的偏差为

ỹ(x)− y(x) = ∆y0e
λ(x−a).

考虑 x→∞时偏差的取值:

• 若 λ > 0,则偏差趋于无穷大,此时初值问题是不稳定的;
• 若 λ ≤ 0,则偏差有界,此时初值问题是稳定的,特别地,如果 λ < 0,则偏差趋于 0,此时初值

问题是渐进稳定的.

□

- 一般来说,常微分方程初值问题的稳定性讨论比较复杂,特别是当 f(t, y)是非线性时,这时

可以考虑用 Taylor展开用线性常微分方程做近似,从而研究其局部稳定性.

- 实际遇到的大多数初值问题是稳定的,我们这里假定需求解的初值问题是稳定性.
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10.4 线性多步法

10.4.1 显式 Adams法

设等步长网格点 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,步长为 h. 假定数值解 y1, y2, . . . , yk 已经

得到,下面考虑计算 yk+1. 我们构造 f(x, y)关于 s个节点 xk−s+1, xk−s+1, . . . , xk 的 s− 1次插值

多项式:

Ls−1(x, y) = f
(
xk−s+1, y(xk−s+1)

)
l0(x) + f

(
xk−s+2, y(xk−s+2)

)
l1(x) + · · ·+ f

(
xk, y(xk)

)
ls(x),

其中 lj(x)为 s− 1次 Lagrange基函数,即

lj(x) =
s−1∏

i=0, i ̸=j

x− xk−s+1+i

xk−s+1+j − xk−s+1+i
, j = 0, 1, 2, . . . , s.

代入 (10.9)可得

y(xk+1) = y(xk) +

s−1∑
j=0

f
(
xk−s+1+j , y(xk−s+1+j)

) ˆ xk+1

xk

lj(x) dx

≈ yk + h

s∑
j=0

bjf
(
xk−s+1+j , y(xk−s+1+j)

)
,

其中

bj =
1

h

ˆ xk+1

xk

lj(x) dx. (10.14)

可以证明 bj 的值与 h和 k无关.

于是,我们就得到下面的线性多步法

yk+1 = yk + h
s−1∑
j=0

bjf
(
xk−s+1+j , y(xk−s+1+j)

)
. (10.15)

具有上面这种形式的迭代格式就称为显式 Adams法,也称为 Adams-Bashforth法.

下面是几个典型的显式 Adams法:

• 取 s = 1,则可得单步显式 Adams法:

yk+1 = yk + hf
(
xk, yk

)
.

• 取 s = 2,则可得两步显式 Adams法:

yk+1 = yk + h

(
3

2
f(xk, yk)−

1

2
f(xk−1, yk−1)

)
.

• 取 s = 3,则可得三步显式 Adams法:

yk+1 = yk + h

(
23

12
f(xk, yk)−

4

3
f(xk−1, yk−1) +

5

12
f(xk−2, yk−2)

)
.
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10.4.2 一般线性多步法

Adams法只是线性多步法中的一类方法法. 一般地,线性 s步法可表示为

yk+1 =

s−1∑
j=0

ajyk−s+1+j + h

s∑
j=0

bjf
(
xk−s+1+j , yk−s+1+j

)
, k = s− 1, s, . . . , (10.16)

其中 aj , bj 为参数. 如果 bs ̸= 0,则右端项的 f 中含有 yk+1,称为隐式线性多步法,否则就称为显

式线性多步法.

如果 a0 = a1 = · · · = as−2 = 0, as−1 = 1,则线性多步法 (10.16)就称为 Adams法. 对于 Adams

法,如果 bj ̸= 0,则称为隐式 Adams法 (也称为 Adams-Monlton法),否则就是显式 Adams方法

- 线性 s步法 (10.16)中的 y1, . . . , ys−1需要通过其他方法获得.

系数的确定

我们使用待定系数法来确定多步法中的参数 aj , bj , 基本原则就是使得方法具有尽可能高的

阶数. 通过 Taylor 展开 (在 (xk−s+1, y(xk−s+1) 点处, 并注意到 f(x, y) = y′), 我们可得多步法

(10.16)的局部截断误差为

Rk+1 = y(xk+1)−
s−1∑
j=0

ajy(xk−s+1+j)− h
s∑

j=0

bjf
(
xk−s+1+j , y(xk−s+1+j)

)
=

∞∑
i=0

1

i!
y(i)(xk−s+1)s

ihi −
s−1∑
j=0

aj

∞∑
i=0

1

i!
y(i)(xk−s+1)j

ihi + h
s∑

j=0

bj

∞∑
i=0

1

i!
y(i+1)(xk−s+1)j

ihi

=

1−
s−1∑
j=0

aj

 y(xk) +
∞∑
i=1

1

i!

si − s−1∑
j=0

ajj
i − i

s∑
j=0

bjj
i−1

 y(i)(xk)h
i

所以要使得多步法是 p阶的,即 Rk+1 = O(hp+1),必须要求
1−

s−1∑
j=0

aj = 0,

si −
s−1∑
j=0

ajj
i − i

s∑
j=0

bjj
i−1 = 0, i = 1, 2, . . . , p.

(10.17)

为了书写方便,这里假定 00 = 1.

- 线性方程组 (10.17)有 2s+ 1个未知量,因此理论上可以构造出最高具有 2s阶的计算方法.

但当 s ≥ 3时,这样构造出来的 2s阶计算方法是不收敛的.

定理 10.7 线性多步法 (10.16)是 p (p ≥ 1)阶的当且仅当存在常数 c ̸= 0,使得

q(x)− q̃(x) lnx = c(x− 1)p+1 +O(|x− 1|p+2), x→ 1,

其中 q(x) ≜ 1−
s−1∑
j=0

ajx
j , q̃(x) ≜

s∑
j=0

bjx
j .

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



仅
供
课
堂
使
用
，
请
勿
外
传

· 264 · 第十讲 常微分方程初值问题

证明. 做变量代换 x = ez ,则 x→ 1等价于 z → 0. 在 z = 0处做 Taylor展开即可. □

- 该结论给出了多步法的构造方法, 同时也给出了验证多步法的阶的一个有效方法. 需要注

意的是,方程组 (10.17)是非线性的,如果存在解的话,解不一定唯一.

常见的多步法

下面列举几个常见的多步法,为了书写方便,我们记 fk ≜ f(xk, yk).

• 单步 Adams-Moulton法 (隐式 2阶,也就是前面介绍的梯形法):

yk+1 = yk +
h

2
(fk+1 + fk).

• 两步 Adams-Moulton法 (隐式 3阶):

yk+1 = yk +
h

12
(5fk+1 + 8fk − fk−1).

• 三步 Adams-Moulton法 (隐式 4阶):

yk+1 = yk +
h

24
(9fk+1 + 19fk − 5fk−1 + fk−2).

• 四步 Adams-Moulton法 (隐式 5阶):

yk+1 = yk +
h

720
(251fk+1 + 646fk − 264fk−1 + 106fk−2 − 19fk−3).

• Simpson法 (隐式 4阶):

yk+1 = yk−1 +
h

3
(fk+1 + 4fk + fk−1).

• Hamming法 (隐式 4阶):

yk+1 =
1

8
(9yk − yk−2) +

3h

8
(fk+1 + 2fk − fk−1).

• Dahlquist法 (显式 3阶):

yk+1 = −4yk + 5yk−1 + h(4fk + 2fk−1).

• Milne法 (显式 4阶):

yk+1 = yk−3 +
4h

3
(2fk − fk−1 + 2fk−2).

10.4.3 预估-校正方法

对于隐式的线性多步法 (10.16),每次迭代都需要求解一个方程 (通常是非线性的),因此需要

借助迭代法求解 yk+1. 构造不动点迭代法:

y
[i+1]
k+1 =

s−1∑
j=0

ajyk−s+1+j + h
s−1∑
j=0

bjfk−s+1+j + hbsf
(
xk+1, y

[i]
k+1

)
, i = 0, 1, 2, . . . , (10.18)

其中 y
[0]
k+1 为迭代初值. 由不动点迭代的收敛性定理 (5.4)和 Lipschitz条件 (10.2)可知, 迭代格式

(10.18)收敛的充分条件是

Lh|bs| < 1,

其中 L是 Lipschitz常数.
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我们知道,对于非线性方程的迭代求解,一个好的初值往往能有效减少迭代步数. 对于迭代法

(10.18),我们可以考虑先用显式多步法得到一个近似值,然后将其作为迭代初值,比如取

y
[0]
k+1 =

s−1∑
j=0

ãjyk−s+1+j + h

s−1∑
j=0

b̃jfk−s+1+j .

这就是预估-校正算法的基本思想.

- 理论上,任何一个显式多步法和隐式多步法都可以组合成一个预估-校正算法.

10.4.4 多步法的相容性和收敛性

针对线性多步法 (10.16),构造对应的第一和第二特征多项式:

ρ(λ) = λs −
s−1∑
j=0

ajλ
j , σ(λ) =

s∑
j=0

bjλ
j .

与单步法一样, 我们称多步法 (10.16)是相容的, 当且仅当多步法至少是 1阶的, 即局部截断误差

Rk+1 = O(h2). 由 (10.17)可直接得到下面的结论.

定理 10.8 线性多步法 (10.16)是相容的当且仅当

ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1).
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10.5 一阶方程组与高阶方程 *

10.5.1 一阶方程组

考虑一阶常微分方程组
dY
dx

= F (x, Y )

Y (x0) = Y0

x ∈ [a,≤ b], (x0 = a)

其中

Y =


y1(x)

y2(x)
...

ym(x)

 , F =


f1(x, Y )

f2(x, Y )
...

fm(x, Y )

 , Y0 =


y01

y02
...

y0m

 .
对应的四阶经典 Runge-Kutta法迭代格式

Yk+1 = Yk +
h

6

(
K1 + 2K2 + 2K3 +K4

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n,

K1 = F (xk, Yk),

K2 = F

(
xk +

1

2
h, Yk +

1

2
hK1

)
,

K3 = F

(
xk +

1

2
h, Yk +

1

2
hK2

)
,

K3 = F (xk + h, Yk + hK3) .

例 10.8 用经典 Runge-Kutta法求解初值问题
y′ = f(x, y, z),

z′ = g(x, y, z),

y(x0) = y0, z(x0) = z0.

解. 四阶经典 Runge-Kutta法的迭代格式为

yk+1 = yk +
h

6

(
K1 + 2K2 + 2K3 +K4

)
,

zk+1 = zk +
h

6

(
L1 + 2L2 + 2L3 + L4

)
,

其中

K1 = f(xk, yk, zk), L1 = g(xk, yk, zk),

K2 = f

(
xk +

1

2
h, yk +

1

2
hK1, zk +

1

2
hL1

)
, L2 = g

(
xk +

1

2
h, yk +

1

2
hK1, zk +

1

2
hL1

)
,

K3 = f

(
xk +

1

2
h, yk +

1

2
hK2, zk +

1

2
hL2

)
, L3 = g

(
xk +

1

2
h, yk +

1

2
hK2, zk +

1

2
hL2

)
,
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K4 = f (xk + h, yk + hK3, zk + hL3) , L4 = g (xk + h, yk + hK3, zk + hL3) .

□

10.5.2 高阶方程

考虑 n阶常微分方程
dmy
dxm

= f
(
x, y, y(1), . . . , y(m−1)

)
y(x0) = y0, y

(1)(x0) = y
(1)
0 , . . . , y(m−1)(x0) = y

(m−1)
0 ,

x ∈ [a,≤ b]. (x0 = a)

引入变量

z1 = y, z2 = y(1), . . . , zm = y(m−1),

则原方程就等价于下面的一阶方程组

z′1 = z2

z′2 = z3
...

z′m = f (x, z1, z2, . . . , zm)

z1(x0) = y0, z2(x0) = y
(1)
0 , . . . , zm(x0) = y

(m−1)
0 .

如何就可以用四阶经典 Runge-Kutta法进行数值求解.

例 10.9 求解 Van der Pol方程 (ODE_van_der_Pol.m)
d2y
dx2

+ µ

(
1

3

(
dy
dx

)3

− dy
dx

)
+ y = 0,

y(0) = 1, y′(0) = 1.

求解区间为 [0, 20].

解. 首先转化为一阶方程组  z′1 = z2,

z′2 = −z1 − µ
(
1
3z

3
2 − z2

)
,

然后使用 Runge-Kutta求解.

下图是以 µ = 5为例,分别用四阶经典 Runge-Kutta法和MATLAB自带 ode45函数求解后
的结果,其中 n为区间等分个数. 由于 ode45是自适应变步长方法,节点个数是由函数自动根据

需要确定的,在本例中大约是 329.
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□
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